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Partea întâi 
 

NOŢIUNI INTRODUCTIVE 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
CAPITOLUL 1 
 

OBIECTUL DE STUDIU AL MECANICII 
 

1.1. SCURT ISTORIC 
 

La baza fenomenelor fizice studiate în mecanică – ramură 
a ştiinţelor naturii – stau două noţiuni fundamentale: materia şi 
mişcarea. 

 

Definiţia 1.1: 
Mecanica se ocupă cu studiul – teoretic şi practic – al 

celei mai simple forme de mişcare a materiei, cunoscută sub 
numele de mişcare mecanică şi definită ca fiind modificarea 
relativă a poziţiei unui domeniu material (discret sau continuu) 
sau a unei părţi a acestuia, în raport cu un alt domeniu material 
considerat ca reper sau în raport cu un sistem de referinţă 
presupus fix. 
 

Observarea fenomenelor naturii pe criteriul formei şi 
dimensiunii domeniilor materiale, pe criteriul vitezei de 
deplasare şi pe criteriul acoperirii legilor teoretice generale şi 
aspectelor aplicative ale fenomenelor fizice analizate, 
evidenţiază complexitatea domeniului de studiu pe care îl 
acoperă mecanica, ştiinţă constituită dintr-un vast conglomerat 
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de ramuri şi subramuri, având propria lor individualitate: 
mecanica clasică - newtoniană, mecanica analitică, mecanica 
relativistă, mecanica cuantică, etc. – ca ramuri ale mecanicii 
teoretice – rezistenţa materialelor, mecanica mediilor continue 
solide elastice şi plastice (teoria elasticităţii şi plasticităţii), 
mecanica mediilor continue fluide (lichide şi gazoase), mecanica 
construcţiilor, vibraţiile mecanice, etc. – ca ramuri ale mecanicii 
aplicate. 

 

Evoluţia în timp şi progresele înregistrate în dezvoltarea 
acestei complexe ramuri a ştiinţelor naturii care este mecanica, 
au fost legate de nume celebre ale umanităţii, filozoful grec 
Aristotel, marele savant al antichităţii Arhimede, astronomul 
polonez Nicolaus Copernic, astronomul german Johannes 
Keppler, matematicianul, fizicianul şi astronomul italian Galileo 
Galilei, fiind doar câteva dintre acestea. 

 

Este marele merit al matematicianului, fizicianului şi 
astronomului englez Isaac Newton de a fi expus în mod 
sistematic, în lucrarea sa "Philosophiae Naturalis Principia 
Mathematica" ("Principiile matematice ale filozofiei naturale"), 
noţiunile şi principiile mecanicii clasice – care se constituie azi 
ca fundament al obiectului de studiu al mecanicii newtoniene.  

 

Newton a enunţat legile mecanicii sub următoarea formă: 
 

Legea I: Orice corp îşi păstrează starea de repaus sau de 
mişcare în linie dreaptă dacă nu este constrâns de forţe 
imprimate să-şi schimbe starea. 

 

Legea a II-a: Variaţia mişcării este proporţională cu forţa 
motoare imprimată şi este dirijată după linia dreaptă în lungul 
căreia este imprimată forţa. 

 

Legea a III-a: Reacţiunea este întotdeauna contrară şi 
egală cu acţiunea; sau, acţiunile reciproce a două corpuri sunt 
întotdeauna egale şi dirijate în sensuri contrarii. 
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Studiind mişcarea corpurilor materiale macroscopice, 
considerate ca solide rigide, nedeformabile, care se deplasează 
cu viteze mult mai mici decât viteza de deplasare a luminii în 
vid, teoria ştiinţifică lui Newton s-a impus cu o autoritate 
covârşitoare, legităţile şi principiile mecanicii clasice având un 
asemenea grad de generalitate, încât multă vreme ele au fost 
considerate ca fiind valabile în egală măsură la scară cosmică şi 
la scară microscopică.  

 

Evoluţia în timp a ştiinţelor, acumularea sistematică a 
cunoştinţelor în toate domeniile mecanicii, permite azi, 
reformularea legilor mecanicii postulate de Newton, într-o 
accepţiune modernă, conformă celor mai recente descoperiri şi 
realizări ale mecanicii, ca ramură a ştiinţelor naturii, astfel: 

 

Legea I: Există cel puţin un sistem de referinţă în raport 
cu care un punct material îşi păstrează starea de repaus sau de 
mişcare rectilinie şi uniformă dacă nu este constrâns de forţe 
imprimate să-şi schimbe starea. 

 

Legea a II-a: Derivata în raport cu timpul a impulsului 
unui punct material liber este egală cu forţa imprimată 
punctului material. 

 

Această lege se scrie 
 

( )
Fam

dt

vd
m

dt

vmd ===   (1.1) 

 

în care v  reprezintă vectorul viteză a cărui mărime este 
exprimată în [m/s], a  reprezintă vectorul acceleraţie a cărui 
mărime este exprimată în [m/s2], iar m reprezintă masa 
punctului material exprimată în [kg]. 
 

Legea a III-a: Acţiunile reciproce a două puncte materiale 
libere sunt egale în modul, având ca suport dreapta ce uneşte 
cele două puncte şi sensurile opuse. 
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Principiul paralelogramului: Un punct material liber 
acţionat simultan de două forţe, se mişcă tot aşa ca şi când 
asupra lui ar acţiona o 
singură forţă, având 
direcţia, sensul şi modulul 
diagonalei paralelogra-
mului care are ca laturi 
cele două forţe. 

                                                        Fig. 1.1. 
Progresele înregistrate în electromagnetism, datorită 

eforturilor unor cercetători şi mari oameni de ştiinţă cum au fost 
fizicianul scoţian James Maxwell şi fizicianul german Heinrich 
Hertz, i-au permis renumitului savant Albert Einstein să 
postuleze, prin teoria relativităţii, principiile mecanicii 
corpurilor materiale care se deplasează cu viteze comparabile cu 
viteza de deplasare a luminii în vid, formulele mecanicii 
relativiste diferind de cele ale mecanicii newtoniene, dar tinzând 
către acestea atunci când vitezele de deplasare scad.  

 

Primele modele ale atomului, imaginate de fizicianul 
englez Ernest Rutherford şi de fizicianul danez Niels Bohr, i-au 
oferit fizicianului german Max Planck posibilitatea să elaboreze 
teoria cuantelor, teorie ce a fost perfecţionată de Erwin 
Schrödinger sub forma teoriei mecanicii cuantice care, studiind 
mişcarea particulelor microscopice, fundamentează relaţii de 
calcul care tind către cele ale mecanicii newtoniene pentru un 
număr foarte mare de particule elementare realizabil în cazul 
corpurilor macroscopice. 

 

Se poate concluziona că 
 

Definiţia 1.2: 
Mecanica teoretică se ocupă cu studiul legilor mişcării 

mecanice şi echilibrului corpurilor materiale având diferite 
forme şi dimensiuni, considerate nedeformabile şi care se 
deplasează cu diferite viteze. 

O

A

B

C
RF1

F2
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Definiţia 1.3: 
Mecanica tehnică studiază aplicaţiile practice ale meca-

nicii teoretice, considerând corpurile materiale deformabile. 
 

1.2. DIVIZIUNILE MECANICII 
 

După natura problemelor studiate, mecanica se împarte în 
trei mari capitole: 

 

Definiţia 1.4: 
Statica – se ocupă cu studiul echilibrului corpurilor 

materiale, analizând sistemele de forţe care-şi fac echilibrul, 
precum şi reducerea sistemelor de forţe. 

 

Definiţia 1.5: 
Cinematica – se ocupă cu studiul mişcării corpurilor 

materiale fără a ţine seama de masa lor şi de forţele care le 
acţionează, realizând un studiu geometric al mişcării. 

 

Definiţia 1.6: 
Dinamica – se ocupă cu studiul mişcării corpurilor 

materiale ţinând seama de masa lor şi de forţele care le 
acţionează. 
 

1.3. MĂRIMI FIZICE ŞI UNITĂŢI DE MĂSURĂ  
    UTILIZATE ÎN MECANICĂ 

 

Mărimile fizice caracterizează unele însuşiri ale materiei 
cum ar fi proprietăţile fizice (volum, masă, densitate), starea 
materiei (rigiditatea, vîscozitatea, fluiditatea), mişcarea materiei 
(viteza, acceleraţia) şi altele. Principala caracteristică a acestor 
mărimi este că sunt măsurabile , deci se pot detecta şi evalua 
cantitativ cu un mijloc de măsurare oarecare. 

 

Definiţia 1.7: 
Conceptul de mărime fizică se aplică unei mulţimi de 

obiecte fizice care se bucură de anumite proprietăţi comune şi 
pentru care trebuie să se îndeplinească următoarele condiţii: 
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! să existe posibilitatea stabilirii unei relaţii de 
echivalenţă, deci a unui criteriu care să permită repartizarea 
obiectelor în clase de echivalenţă; 
 

! să existe posibilitatea stabilirii unei relaţii de ordonare, 
deci a unui criteriu care să permită ierarhizarea claselor de 
echivalenţă în raport cu o clasă numită zero; 
 

! să existe posibilitatea stabilirii unei relaţii de 
comparaţie, deci a unui criteriu care să permită aprecierea 
cantitativă a claselor de echivalenţă în raport cu o clasă numită 
unitate. 
 

Odată stabilite aceste trei condiţii, o mărime fizică, M, 
aparţinând unei clase de obiecte fizice, poate fi scrisă sub forma 
unui produs între o valoare numerică, n şi unitatea de măsură, u. 

 

unM ⋅=  
 

Definiţia 1.8: 
Măsurarea este operaţia de comparare directă sau 

indirectă a unei mărimi cu o altă mărime de aceeaşi natură 
denumită unitate de măsură. 

 

Mărimile fizice din natură nu sunt independente, fiind 
suficient să se definească un număr restrâns de mărimi fizice 
numite fundamentale sau primitive, cu ajutorul şi prin 
intermediul cărora se pot defini celelalte mărimi fizice numite 
derivate. 

 
Unităţile de măsură ale mărimilor fizice astfel alese se 

numesc unităţi de măsură fundamentale respectiv unităţi de 
măsură derivate, împreună definind un sistem de unităţi de 
măsură. 
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1.3.1. Mărimi fizice şi unităţi de măsură fundamentale 
 

Ca ştiinţă, mecanica operează cu o categorie de instru-
mente cunoscute sub denumirea de mărimi fizice fundamentale - 
spaţiul, timpul, masa. 

 
Definiţia 1.9: 
Spaţiul este o noţiune care reflectă o formă fundamentală 

şi obiectivă de existenţă a materiei, caracterizând poziţia 
corpurilor şi întinderea lor. În mecanică spaţiul este considerat 
tridimensional, continuu, izotop, omogen şi infinit. 

 
Unitatea de măsură pentru spaţiu este metrul, [m]: 

lungimea egală cu cu 1650763,73 lungimi de undă în vid ale 
radiaţiei care corespunde tranziţiei atomului de krypton 86 între 
nivelele sale 2p10 şi 5d5. 

 

Definiţia 1.10: 
Timpul este o noţiune care reflectă o formă fundamentală 

şi obiectivă de existenţă a materiei, care caracterizează durata şi 
succesiunea fenomenelor şi proceselor materiale. În mecanică, 
timpul este considerat veşnic, continuu, omogen, uniform 
crescător şi ireversibil. 

 
Unitatea de măsură pentru timp este secunda, [s]: durata 

de 9192631770 perioade ale radiaţiei corespunzătoare tranziţiei 
între cele două nivele hiperfine ale stării fundamentale ale 
atomului de cesiu 133. 

 

Definiţia 1.11: 
Masa este o noţiune care reflectă proprietăţile generale şi 

obiective de inerţie şi de gravitaţie ale materiei. 
 
Gravitaţia este o proprietate generală a materiei care se 

manifestă prin atracţia reciprocă a corpurilor. Ea permite 
definirea noţiunii de masă gravifică, care reprezintă mărimea 
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scalară pozitivă ce exprimă cantitativ proprietatea materiei de a 
produce câmp gravitaţional. Sub această formă, masa intervine 
în cunoscuta expresie a legii atracţiei universale 

 

r

mm
kF 21=  (1.2) 

 

Inerţia este o proprietate generală a materiei care se 
manifestă prin însuşirea corpurilor de a se opune acţiunii altor 
corpuri de a modifica starea de mişcare sau de repaus relativ. Ea 
permite definirea noţiunii de masă inertă, care reprezintă 
mărimea scalară pozitivă ce exprimă cantitativ proprietatea de 
inerţie a materiei. Sub această formă, masa intervine în legea 
fundamentală a mecanicii 

 

amF =     (1.3) 
 

Unitatea de măsură pentru masă este kilogramul, [kg]: 
masa prototipului internaţional de platină iradiată adoptat în anul 
1889 de Conferinţa Generală de Măsuri şi Greutăţi şi păstrat la 
Sèvres în Franţa. 

 

Prin experienţele de mare precizie făcute până în prezent, 
nu s-a putut decela nici o diferenţă între masa gravifică şi masa 
inertă, deşi  gravitaţia şi inerţia sunt proprietăţi diferite ale unui 
corp material. Newton însuşi afirmă în "Philosophiae Naturalis 
Principia Mathematica" că un corp cu cât este mai greu, este mai 
inert. 

 

1.3.2. Mărimi fizice şi unităţi de măsură derivate 
 

Ca ştiinţă, mecanica operează cu o categorie de instru-
mente cunoscute sub denumirea de mărimi fizice derivate, dintre 
care vom considera, pentru exemplificare, doar forţa. 
 

Definiţia 1.12: 
Forţa este o noţiune care întruneşte toate caracteristicile  
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unei mărimi vectoriale şi care reflectă fenomenul fizic obiectiv 
de interacţiune mecanică dintre corpurile materiale.  

 

Unitatea de măsură pentru forţă este newtonul, N: forţa  
care imprimă unui corp cu masa de 1 kg, o acceleraţie de 1 m/s2. 

 

În tehnică sunt întâlnite în mod curent două sisteme de 
unităţi de măsură: sistemul tehnic, având ca mărimi fizice 
fundamentale spaţiul, timpul şi forţa şi sistemul fizic, având ca 
mărimi fizice fundamentale spaţiul, timpul şi masa. 

 

   Tabelul 1.1: Sistemul internaţional de unităţi de măsură 
Mărimea Ecuaţia 

dimensională 
Unitatea de 

măsură 
Simbolul Alte 

sisteme de 
unităţi de 
măsură 

unităţi de măsură fundamentale (primitive) 
lungimea L metrul m - 
masa M kilogramul kg - 
timpul T secunda s - 

unităţi de măsură derivate 
aria L2 metrul pătrat m2 - 
volumul L3 metru cub m3 - 
densitatea ML-3 kilogramul pe 

metrul cub 
kg/m3 - 

viteza LT-1 metrul pe secundă m/s - 
acceleraţia LT-2 metrul pe secundă 

la pătrat 
m/s2 - 

frecvenţa T-1 hertz Hz s-1 
forţa LMT-2 newton N kgm/s2 
presiunea L-1MT-2 pascal Pa N/m2 
energia, 
lucrul 
mecanic 

L2MT-2 joule J Nm 

puterea L2MT-3 watt W J/s 
unghiul 
plan 

- radian rad. - 

viteza 
unghiulară 

T-1 radian pe secundă rad./s s-1 

acceleraţia 
unghiulară 

T-2 radian pe secundă 
la pătrat 

rad./s2 s-2 
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În prezent, în ţara noastră şi în numeroase alte ţări din 
lume a fost introdus sistemul fizic internaţional de unităţi de 
măsură, (Tabelul 1.1), având ca unităţi de măsură fundamentale 
metrul, [m], pentru lungimi, kilogramul, [kg], pentru masă şi 
secunda, [s], pentru timp. 

 

Pentru a stabili unităţile de măsură derivate se scrie ecuaţia 
dimensională a mărimii fizice derivate respective sub forma 

cba TML , unde a, b, c sunt exponenţi numerici şi se deduce 
unitatea de măsură corespunzătoare. 

 

În orice sistem de unităţi de măsură se pot folosi 
multiplii sau submultiplii zecimali ai unităţilor de măsură. 

 
Multiplii Submultiplii 

Factorul de 
multiplicare 

Prefixul Simbolul Factorul de 
multiplicare 

Prefixul Simbolul 

  1018 exa E 10-1 deci d 
  1015 peta P 10-2 centi c 
  1012 tera T 10-3 mili m 
 109 giga G 10-6 micro µ 
 106 mega M 10-9 nano n 
 103 kilo k  10-12 pico p 
 102 hecto h  10-15 femto f 
10 deca da  10-18 atto a 
 

1.4. Modele teoretice utilizate în mecanică  
 

Având în vedere complexitatea şi varietatea lor, mecanica 
studiază diferitele domenii materiale şi mişcarea acestora, cu 
ajutorul unor modele schematizate care reţin numai 
caracteristicile esenţiale ale acestora şi care le fac proprii pentru 
calculul matematic. 

În mecanică se folosesc ca modele teoretice: 
 

! punctul material, model care se aplică acelor domenii 
materiale ale căror dimensiuni sunt neglijabile în raport cu 
distanţele dintre ele şi a căror formă nu joacă practic nici un rol 
în desfăşurarea mişcării. Acest model are ca elemente 
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caracteristice punctul geometric, ca reprezentant al poziţiei 
domeniului material şi masa, ca mărime ce caracterizează inerţia 
domeniului considerat.  
 

! linia materială, model care se aplică acelor domenii 
materiale la care două dintre dimensiuni, lăţimea şi grosimea, 
sunt relativ mici în raport cu lungimea şi nu joacă practic nici un 
rol în desfăşurarea mişcării. Acest model are ca elemente 
caracteristice o linie geometrică care poate fi dreaptă sau curbă, 
ca reprezentant al axei domeniului material şi o masă, distribuită 
pe unitatea de lungime, ca mărime ce caracterizează inerţia 
domeniului considerat. Liniile materiale pot fi bare dacă opun 
rezistenţă la încovoiere sau fire dacă nu opun rezistenţă la 
încovoiere. 
 

! suprafaţa materială, model care se aplică acelor domenii 
materiale la care una dintre dimensiuni, grosimea, este relativ 
mică în raport cu lungimea şi lăţimea şi nu joacă practic nici un 
rol în desfăşurarea mişcării. Acest model are ca elemente 
caracteristice o suprafaţă geometrică, plană sau curbă, ca 
reprezentant al suprafeţei mediane a domeniului material şi o 
masă, distribuită pe unitatea de arie, ce caracterizează inerţia 
domeniului considerat. Suprafeţele materiale pot fi plăci, dacă 
opun rezistenţă la încovoiere, sau membrane dacă nu opun 
rezistenţă la încovoiere. 
 

! corpul material, model care se aplică domeniilor 
materiale la care cele trei dimensiuni, lungimea, lăţimea şi 
grosimea, au ordine de mărime comparabile. Acest model are ca 
elemente caracteristice volumul geometric şi o masă, distribuită 
pe unitatea de volum, ca o caracteristică a inerţiei domeniului 
material considerat. Corpurile materiale se numesc solide rigide 
dacă rămân nedeformate la acţiunile ce tind să le schimbe forma. 

 

! mediul continuu sau continuul material, model în care se 
consideră că întregul spaţiu ocupat de domeniul material este 
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umplut cu substanţă, deşi este bine cunoscută structura atomică 
discontinuă a corpurilor. 
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CAPITOLUL 2 
 

NOŢIUNI ELEMENTARE DE CALCUL VECTORIAL 
 

2.1. DEFINIŢII 
 

În mecanică se operează, în mod obişnuit, cu două 
categorii de mărimi fizice: mărimi scalare şi mărimi vectoriale. 

 

Definiţia 2.1: 
Se numeşte mărime scalară sau scalar o mărime fizică 

caracterizată printr-un număr real care reprezintă valoarea sa 
numerică în unitatea de măsură considerată. 

 

Exemple: timpul, masa, temperatura, densitatea, lucrul 
mecanic, energia, puterea, etc. 

 

Definiţia 2.2: 
Se numeşte mărime vectorială o mărime fizică carac-

terizată printr-un număr pozitiv (numit modul, intensitate, 
mărime sau valoare numerică) şi printr-o orientare în spaţiu 
(direcţia şi sensul pe direcţia respectivă).  

 

Exemple: deplasarea, viteza, acceleraţia, forţa, etc. 
 

Elementele unui vector ABv = , evidenţiate în Figura 2.1, 
sunt: 

! originea vectorului sau punctul său de aplicaţie (punctul 
A); 

! direcţia vectorului 
(dreapta suport, precum şi 
oricare altă dreaptă 
paralelă cu ea); 

! sensul vectorului 
(sensul este indicat de 
vârful săgeţii, de la A la 
B);                                                            Fig. 2.1. 

A
B

originea 

sensul

v
dreapta
suport
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! modulul vectorului (numărul pozitiv care reprezintă 
lungimea segmentului AB) şi care se notează v . 
 

2.2. OPERAŢII CU VECTORI 
 

2.2.1. Sistemul cartezian de referinţă 
 

Definiţia 2.3: 
Se numeşte sistem de referinţă cartezian, un ansamblu de 

trei axe concurente şi necoplanare.  
 

Dacă axele sunt şi perpendiculare între ele, sistemul de 
referinţă se numeşte cartezian triortogonal. 

 

Un sistem de referinţă Oxyz (ordinea axelor fiind Ox, Oy, 
Oz) este drept dacă, pentru a aduce axa Ox peste axa Oy printr-o 
rotaţie de unghi mai mic de π, ea trebuie rotită în sens direct (în 
sens trigonometric) în planul xOy. 

 

Definiţia 2.4: 
Se numeşte versor sau vector unitate al unei axe ∆ un 

vector u  de modul egal cu unitatea, având originea situată pe 
axă, direcţia şi sensul axei. 

 

Versorii axelor de 
coordonate ale sistemului 
de referinţă cartezian 
triortogonal sunt k,j,i . 

Dacă zyx v,v,v  sunt 

proiecţiile vectorului v  pe 
axele sistemului cartezian 
de referinţă şi α, β, γ sunt 
unghiurile (numite unghiuri 
directoare) pe care vectorul 

           Fig. 2.2. 

O
ij

k

v

vx

vy

vz

x

z

y

αααα 

ββββ 

γγγγ 
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v  le face cu aceste axe, aşa cum se vede în Figura 2.2, atunci 
sunt valabile relaţiile care dau mărimea şi orientarea vectorului 
considerat: 
 

           ;vvvvv;kvjvivv 2
z

2
y

2
xzyx ++==++=           (2.1) 

 

2
z

2
y

2
x

zz

2
z

2
y

2
x

yy

2
z

2
y

2
x

xx

vvv

v

v

v
cos

;
vvv

v

v

v
cos

;
vvv

v

v

v
cos

++
==γ

++
==β

++
==α

   (2.2) 

 

Vectorii se pot clasifica după cum urmează: 
! vectori liberi 
! vectori alunecători; 
! vectori legaţi. 

 

Definiţia 2.5: 
Se numeşte liber, vectorul care, păstrându-şi modulul, 

direcţia şi sensul, îşi poate muta originea în orice punct din 
spaţiu. 

În cazul reprezentării 
lor în sistemul cartezian 
triortogonal, vectorii liberi 
sunt caracterizaţi de trei 
mărimi scalare independente, 
reprezentate în Figura 2.3a, 
de proiecţiile pe axele 
triedrului de referinţă, 

zyx v,v,v . 

            Fig. 2.3. a 

z

O x

y

v

A
vx

v y

vz



CURS DE MECANICĂ PENTRU INGINERI 
 

 20 

Definiţia 2.6: 
Doi vectori liberi se numesc egali sau echipolenţi dacă şi 

numai dacă au drepte suport paralele, au acelaşi sens şi acelaşi 
modul. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                               
                                                  Fig. 2.3. b 
Definiţia 2.7: 
Se numeşte alunecător, vectorul care, păstrându-şi 

modulul, direcţia şi sensul, îşi poate muta originea în orice 
punct, P, de pe dreapta sa suport. 

În cazul reprezentării lor în sistemul cartezian triortogonal, 
vectorii alunecători sunt caracterizaţi de un număr de cinci mă-
rimi scalare independente, reprezentate în Figura 2.3.b, de 
proiecţiile lor pe axele triedrului de referinţă, zyx v,v,v  şi de 
două coordonate, a şi b. 

 

Definiţia 2.8: 
 Doi vectori alunecători se numesc egali sau echivalenţi 
dacă şi numai dacă au aceeaşi dreaptă suport, au acelaşi sens şi 
acelaşi modul. 
 

Definiţia 2.9: 
Se numeşte legat, vectorul care îşi păstrează neschimbate 

toate elementele (modulul, direcţia, sensul şi punctul de 
aplicaţie). 

 

z

O x

y

v

A v x

v y

v z

a
b

P
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O x

y

v

A
v x

v y

v z

y

z

z

x

r

 
Fig. 2.3. c 

 

În cazul reprezentării lor în sistemul cartezian triortogonal, 
vectorii legaţi pot fi caracterizaţi de şase mărimi scalare 
independente, reprezentate în Figura 2.3.c, de proiecţiile lor pe 
axele triedrului de referinţă, zyx v,v,v  şi de trei coordonate, x, y 
şi z. 
 

Definiţia 2.10: 
Doi vectori legaţi se numesc egali sau identici dacă au 

aceeaşi dreaptă suport, au aceeaşi origine, sens şi modul. 
 

2.2.2. Suma vectorilor 
 

Definiţia 2.11: 
Suma a doi vectori a şi b  este un vector c , reprezentat în 

modul, direcţie şi sens prin diagonala paralelogramului având ca 
laturi aceşti vectori. (Figura 
2.4.)  
 

bac +=     (2.3) 
                                                       Fig. 2.4. 

O

cb

a
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Suma V a unui număr finit de vectori iv , n,1i =  se obţine 
aşezând vectorii într-o ordine 
oarecare, astfel încât fiecare vector 
să aibă originea sa în extremitatea 
vectorului precedent. 

 Figura astfel formată este 
cunoscută sub numele de poligonul 
vectorilor componenţi. 

      Fig. 2.5. 
 

Vectorul V  are ca origine, originea primului vector şi ca 
extremitate, extremitatea ultimului vector considerat, aşa cum se 
vede în Figura 2.5. 
 

În sistemul cartezian triortogonal, suma a doi vectori 
kajaiaa zyx ++=  şi kbjbibb zyx ++=  este un vector, 

kcjcicc zyx ++= , care este dat de relaţia 
 

( ) ( ) ( )kbajbaibabac zzyyxx +++++=+=  (2.4) 
 

Suma unui număr finit de vectori kvjvivv iziyixi ++= , 

n,1i = , este vectorul 
 

∑∑∑
===

++=
n

1i
iz

n

1i
iy

n

1i
ix vkvjviV   (2.5) 

 

Suma vectorilor se bucură de următoarele proprietăţi: 
! comutativitate 
 

1221 vvvv +=+    (2.6) 
 

! asociativitate 
 

( ) ( )321321 vvvvvv ++=++  (2.7) 

v1

v 2

vn
V

iv
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! există element neutru 
 

vv0 =+     (2.8) 
 

2.2.3. Înmulţirea unui vector cu un scalar 
 

Definiţia 2.12: 
Prin înmulţirea unui vector v  cu un scalar m, se obţine un 

vector mv al cărui modul este dat de relaţia vmmv ⋅= , a cărui 

direcţie coincide cu cea a vectorului v , sensul fiind acelaşi cu 
cel al vectorului v  dacă m > 0 şi invers acestuia dacă m < 0. 

 

În sistemul cartezian triortogonal, prin înmulţirea vectoru-
lui kajaiaa zyx ++=  cu scalarul m, se obţine vectorul  

 

kmajmaimaamma zyx ++=⋅=               (2.9) 
 

Produsul unui vector cu un scalar se bucură de următoarele 
proprietăţi: 

 

! există element neutru 
 

vv1 =⋅  (2.10) 
 

! există element nul 
 

0v0 =⋅  (2.11) 
 

! asociativitate mixtă 
 

( ) ( )vnmvnm ⋅=⋅  (2.12) 
 

! distributivitate în raport cu adunarea 
 

( )
( ) bmambam

vnvmvnm

+=+
+=+

 (2.13) 
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2.2.4. Produsul scalar a doi vectori 
 

Definiţia 2.13: 
Produsul scalar a doi vectori a  şi b  este un scalar m, care 

se obţine multiplicând modulele celor doi vectori cu cosinusul 
unghiului dintre dreptele lor suport: 

 

( )b,acosbabam ⋅=⋅=   (2.14) 
 

În sistemul cartezian triortogonal, produsul scalar a doi 
vectori kajaiaa zyx ++=  şi kbjbibb zyx ++=  este un scalar  

 

zzyyxx babababam ++=⋅=   (2.15) 
 

Produsul scalar a doi vectori se bucură de următoarele 
proprietăţi: 

! comutativitate 
 

    abba ⋅=⋅               (2.16) 
! distributivitate în raport cu adunarea 
 

( ) cbcacba ⋅+⋅=⋅+                           (2.17) 
 

! produsul scalar a doi vectori nu este asociativ 
 

( ) ( ) cbacba ⋅⋅≠⋅⋅   (2.18) 
 

! produsul scalar a doi vectori este nul dacă şi numai dacă 
vectorii sunt perpendiculari sau dacă unul dintre ei este nul. 
 

2.2.5. Produsul vectorial a doi vectori 
 

Definiţia 2.14: 
Produsul vectorial a doi vectori a  şi b  este un vector v  

normal pe planul format de cei doi vectori, având sensul dat de 
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regula burghiului drept şi modulul dat de produsul modulelor 
celor doi vectori cu sinusul unghiului dintre dreptele lor suport: 

 

( )b,asinbav

bav

⋅⋅=

×=
 (2.19) 

 

Direcţia vectorului v  este perpendiculară pe planul format 
de vectorii a  şi b , iar sensul este dat de regula burghiului drept. 
 

În sistemul cartezian triortogonal, produsul vectorial a doi  
vectori kajaiaa zyx ++=  şi kbjbibb zyx ++=  este un vector 
 

( ) ( ) ( )kbabajbabaibaba

bbb

aaa

kji

bav

xyyxzxxzyzzy

zyx

zyx

−+−+−=

==×=
 (2.20) 

 

Produsul vectorial a doi vectori se bucură de următoarele 
proprietăţi: 

 
! anticomutativitate 
 

abba ×−=×  (2.21) 
 

! distributivitate în raport cu adunarea 
 

( ) cbcacba ×+×=×+  (2.22) 
 

! produsul vectorial a doi vectori nu este asociativ 
 

( ) ( ) cbacba ××≠××  (2.23) 
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! produsul vectorial a doi vectori este nul dacă şi numai 
dacă vectorii sunt paraleli (coliniari) sau dacă unul dintre vectori 
este nul. 
 

2.2.6. Produsul mixt 
 

Definiţia 2.15: 
Produsul mixt a trei vectori a , b  şi c  este, prin definiţie, 

un scalar m, rezultat al produsului scalar dintre vectorul a  şi 
produsul vectorial cb × . 

 

                           ( )cbam ×⋅=                                    (2.24) 
 

În sistemul cartezian triortogonal, produsul mixt al 
vectorilor kajaiaa zyx ++= , kbjbibb zyx ++=  şi  

kcjcicc zyx ++=  este scalarul 
 

( )

( ) ( ) ( ) zxyyxyxzzxxyzzy

zyx

zyx

zyx

acbcbacbcbacbcb

ccc

bbb

aaa

cbam

−+−−−=

==×⋅=
(2.25) 

 

Produsul mixt se bucură de următoarele proprietăţi: 
! produsul mixt este invariant dacă se permută circular 

factorii săi 
 

( ) ( ) ( )bacacbcba ×⋅=×⋅=×⋅  (2.26) 
 

! produsul mixt îşi schimbă semnul dacă se permută între 
ei doi termeni 
 

( ) ( )bcacba ×⋅−=×⋅  (2.27) 
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! produsul mixt este nul dacă şi numai dacă vectorii sunt 
coplanari sau dacă unul din termeni este nul. 
 

Observaţia 2.1: 
Între versorii axelor de coordonate ale sistemului de 

referinţă cartezian triortogonal se pot scrie următoarele relaţii: 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 1jkijikkij

;1jikikjkji

;jki;ijk;kij

;jik;ikj;kji

;0ikkjji;1kji 222

−=×⋅=×⋅=×⋅
=×⋅=×⋅=×⋅

−=×−=×−=×
=×=×=×

=⋅=⋅=⋅===

      (2.28) 

 

2.3. FORŢA – MĂRIME VECTORIALĂ 
 

2.3.1. Forţa ca vector alunecător 
 

În mecanică se lucrează, cel mai adesea, cu un model 
idealizat de corp material, numit solid rigid, caracterizat de 
faptul că rămâne nedeformat la acţiunile ce tind să-i schimbe 
forma (distanţa dintre două puncte oarecare ale sale este 
constantă, oricare ar fi forţele ce acţionează asupra corpului). 

A

F

dreapta

su
port

A

B

F

F

dreapta

su
port

A

B

F

F

F

dreapta

 
               a)                                b)                             c) 

Fig. 2.6 
 

În Figura 2.6 a, asupra unui solid rigid acţionează forţa F  
aplicată în punctul A. Se poate demonstra că efectul acestei forţe 
asupra solidului rigid, rămâne acelaşi, indiferent unde s-ar găsi 
forţa pe suportul său. Dacă în punctul B, aşa cum se arată în 
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Figura 2.6 c, se aplică sistemul de forţe F  şi F− , echivalent cu 
zero, efectul mecanic exercitat asupra solidului rigid nu se 
modifică. În particular, forţa F  aplicată în punctul A şi forţa 

F−  aplicată în punctul B, având ca suport dreapta AB nu au 
nici un efect asupra rigidului (Figura 2.6 b) rezultanta lor fiind 
nulă. Prin urmare, asupra solidului rigid acţionează numai 
efectul mecanic dat de forţa F  aplicată în punctul B. 

Având acelaşi efect mecanic asupra solidului rigid, forţa 
F  aplicată în punctul A şi forţa F  aplicată în punctul B, se 
numesc echivalente, sau, cu alte cuvinte, prin alunecarea pe 
dreapta sa suport, din punctul A în punctul B, forţa F  nu 
modifică efectul mecanic asupra solidului rigid. Deci forţa F  
are caracterul unui vector alunecător. 
 

2.3.2. Momentul unei forţe în raport cu un punct 
 

Definiţia 2.16: 
Momentul unei forţe F  în raport cu un punct O numit pol, 

este dat de produsul vectorial dintre vectorul de poziţie r  al 
punctului de aplicaţie A al forţei şi vectorul forţă F . 

 

 
 
 
        ( ) FrFMO ×=       (2.29) 

 
 
 

                          Fig. 2.7. 
 

Momentul ( )FMO  este un vector legat, aplicat în punctul 

O, care are, corespunzător definiţiei, direcţia perpendiculară pe 
planul format de vectorii r  şi F , sensul dat de regula burghiului 
drept şi modulul dat de relaţia  

r
F

A
O

M O( F )

d

αααα  
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( ) ( )
dFsinFr

F,rsinFrFMO

⋅=α⋅⋅=

=⋅⋅=
 (2.30) 

 

În relaţia (2.30), d se numeşte braţul forţei şi reprezintă 
distanţa de la punctul O la dreapta suport a forţei F , iar α 
reprezintă unghiul dintre dreptele suport ale vectorilor r  şi F . 

 

Într-un sistem cartezian triortogonal, când vectorii r  şi F  
sunt daţi prin componentele lor, kzjyixr ++=  respectiv 

kFjFiFF zyx ++= , expresia analitică a momentului unei forţe 
F  în raport cu un punct O numit pol,  

 

( ) kMjMiMFM OzOyOxO ++=  (2.31) 
 

este dată de relaţia 
 

( )

( ) ( ) ( )kyFxFjxFzFizFyF

FFF

zyx

kji

FrFM

xyzxyz

zyx

O

−+−+−=

==×=
 (2.32) 

 

Identificând membru cu membru relaţiile (2.31) şi (2.32), 
se obţin expresiile proiecţiilor momentului, ( )FMO , unei forţe în 
raport cu un punct, pe axele sistemului cartezian de coordonate 

 

.yFxFM

;xFzFM

;zFyFM

xyOz

xOy

yzOx

−=

−=

−=

 (2.33) 
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Momentul, ( )FMO , unei forţe în raport cu un punct, se 
bucură de toate proprietăţile produsului vectorial, la care se 
adaugă: 

! este nul dacă produsul vectorial Fr × este nul ( 0r = , 
0F = , r  F ) sau, cu alte cuvinte, când punctul O se află pe 

dreapta suport a forţei. 

r
r'

F
F

A

BO

(P)

M O ( F )

r''O '

 
Fig. 2.8. 

 

! este invariant la operaţia de lunecare a forţei F  pe 
dreapta sa suport. Într-adevăr, analizând Figura 2.8, 
 

( ) ( ) ( )FMFrFABFrFABrF'rFM OO =×=×+×=×+=×=  
 

deoarece 0FAB =× , vectorii AB  şi F  fiind coliniari. 
 

! variază dacă se schimbă poziţia polului din O în O’, 
dreapta suport a forţei F  rămânând neschimbată. Într-adevăr, 
analizând Figura 2.8, 
 

( ) ( ) ( )FMF'OOFrF'OOFr'OOF''rFM O'O +×=×+×=×+=×=  
 

Observaţia 2.2: 
Dacă polul O se deplasează pe o dreaptă paralelă cu 

dreapta suport a forţei, atunci momentul forţei în raport cu acest 
punct numit pol, este invariant la schimbarea poziţiei sale. 

 

! între proiecţiile forţei F  pe axele sistemului cartezian de 
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 coordonate şi proiecţiile momentului ( )FMO  dat de această 
forţă în raport cu punctul O, pe axele aceluiaşi sistem de axe de 
coordonate, există o relaţie scalară identic satisfăcută şi care 
exprimă perpendicularitatea celor doi vectori 
 

( ) 0FMF O =⋅  
 

sau, dezvoltat, 
 

( ) ( ) ( ) 0yFxFFxFzFFzFyFF

0MFMFMF

xyzzxyyzx

OzzOyyOxx

=−+−+−

=++
 

 

Observaţia 2.3: 
Proiecţiile forţei F  pe axele sistemului cartezian de 

coordonate şi proiecţiile momentului ( )FMO  dat de această forţă 
în raport cu punctul O, pe axele aceluiaşi sistem de axe de 
coordonate, caracterizează vectorul F  ca vector alunecător. 

 

Momentul forţei în raport cu un punct rămânând acelaşi 
când forţa alunecă pe suportul ei, permite folosirea lui pentru 
indicarea suportului forţei. Acest suport se află într-un plan 

perpendicular pe direcţia momentului, la distanţa 
( )

F

FM
d

O=  şi 

de acea parte a lui O care corespunde sensului momentului 
(forţa aflată pe acest suport trebuie să rotească burghiul astfel 
încât el să înainteze în sensul momentului). 

 

2.3.3. Momentul unei forţe în raport cu o axă 
 

Definiţia 2.17: 
Momentul unei forţe F  în raport cu o axă ( )∆ , de versor 

u , este dat de proiecţia pe axă a momentului forţei F  în raport 
cu un punct O oarecare al axei (Figura 2.9).  
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( ) ( ) ( ) ( ) uFruFMcosFMFM OO ⋅×=⋅=α=∆          (2.34) 
 

M O ( F )

F

A

r'

r

M O' (  F )

M   (  F )∆∆∆∆ 

αααα

αααα

O

O '

u

∆∆∆∆ 

M   (  F )∆∆∆∆ 

 
Fig. 2.9. 

 
Deci, momentul unui vector în raport cu o axă este 

produsul mixt dintre vectorii r , F  şi versorul u  al axei ( )∆ , şi, 
în consecinţă, se bucură de toate proprietăţile produsului mixt. 

 

Pentru ca definiţia formulată să aibă sens, este necesar să 
se demonstreze că momentul unei forţe F  în raport cu o axă 
( )∆ , de versor u , nu depinde de poziţia punctului O pe axă. 

Analizând Figura 2.9 se scrie 
 

   
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )FMuFruFO'O

uFrO'OuF'rF'M

∆

∆

=⋅×+⋅×=

=⋅×+=⋅×=
     (2.35) 

deoarece ( ) 0uFO'O =⋅× , vectorii O'O  şi u  fiind coliniari. 
În practică, momentul unei forţe în raport cu o axă se 

determină proiectând forţa pe un plan perpendicular pe axă şi 
calculând momentul acestei proiecţii în raport cu punctul în care 
axa înţeapă planul. 

Într-adevăr, dacă se descompune forţa după direcţia axei şi 
după direcţia paralelă cu proiecţia ei pe planul perpendicular pe 
axă (Figura 2.10) atunci rezultă 
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(P)

O r'

r

F

A

F

F

F

A

d

u

(∆∆∆∆)
 

Fig. 2.10. 
( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )'FMu'FMu'F'r

u''F'AAu'F'AAu''F'ru'F'r

u''F'F'AA'r

uFrFM

OO ±=⋅=⋅×=

=⋅×+⋅×+⋅×+⋅×=

=⋅+×+=

=⋅×=∆

        (2.36) 

 

În relaţia (2.36), trei dintre produsele mixte sunt nule 
deoarece au cel puţin câte doi vectori paraleli cu axa ( )∆ .  

Semnele + şi – din aceeaşi relaţie dovedesc faptul că 
momentul unei forţe în raport cu o axă este un scalar pozitiv 
dacă proiecţia sa pe axă are sensul versorului u  şi negativ dacă 
are sensul contrar acestuia. 

 

Observaţia 2.4:  
În aplicaţiile tehnice, intervine frecvent noţiunea de 

moment al unei forţe în raport cu un punct în plan, care este, de 
fapt, un scalar care exprimă momentul forţei în raport cu o axă, 
perpendiculară pe plan, pe care îl înţeapă în punctul respectiv. 
 

2.3.4. Cuplu de forţe 
 

Definiţia 2.18: 
Un sistem de două forţe F  şi F− , egale în modul, parale- 
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le, opuse ca sens şi acţionând pe suporturi diferite, se numeşte 
cuplu de forţe. 

 

Cuplul de forţe, ( )F,F − , aplicat unui solid rigid, are 
rezultanta nulă şi îi imprimă acestuia un efect mecanic de 
rotaţie.  

Momentul, C , al cuplului de forţe, ( )F,F − , în raport cu 
punctul O, este dat de suma momentelor celor două forţe care 
alcătuiesc cuplul, în raport cu punctul O.( Figura 2.11). 

 

     ( ) ( ) FABFOAOBFOBFOAC ×=×−=×+−×=       (2.37) 

C = M O (F)

O
A

Bd

αααα
F

-F

 
Fig. 2.11. 

Momentul, C , al cuplului de forţe, ( )F,F − , în raport cu 
punctul O, este un vector liber (nu depinde de punctul O, putând 
fi aplicat în orice punct din spaţiu), care are direcţia perpendi-
culară pe planul format de cele două forţe care alcătuiesc cuplul, 
sensul dat de regula burghiului drept (Figura 2.11) şi modulul 
dat de relaţia 

 

( )
dFsinFAB

F,ABsinFABFABC

⋅=α⋅⋅=

=⋅⋅=×=
              (2.38) 
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În relaţia (2.38), d se numeşte braţul cuplului şi reprezintă 
distanţa dintre dreptele suport ale forţei F , iar α reprezintă 
unghiul dintre dreptele suport ale vectorilor AB  şi F . 
 

2.3.5. Reducerea forţelor 
 

2.3.5.1. Sisteme echivalente de forţe  
 

Se consideră o forţă F  aplicată într-un punct A al unui 
solid rigid. (Figura 2.12). A reduce forţa F  în punctul O 
înseamnă a introduce în O un sistem echivalent cu forţa F  care 
să aibă acelaşi efect mecanic asupra solidului rigid.  

 
Definiţia 2.19: 

Două sisteme de forţe se numesc echivalente dacă pot 
rezulta unul din celălalt printr-o 
succesiune de operaţii elementare 
de echivalenţă. 
 

Sistemele echivalente se 
obţin prin aplicarea operaţiilor 
elementare de echivalenţă: 

! alunecarea unei forţe pe    
            Fig. 2.12.                    dreapta sa suport; 

! descompunerea unei forţe în componentele sale pe axe 
concurente; 

! introducerea în / eliminarea din sistem a forţelor egale în 
modul şi de sens contrar; 

! înlocuirea forţelor concurente cu rezultanta lor. 
 

2.3.5.2. Torsor de reducere 
 

Aplicarea (Figura 2.12) în punctul O a două forţe de 
sensuri opuse, egale în modul cu forţa F  care acţionează în 
punctul A şi având aceeaşi direcţie cu aceasta, nu modifică cu 
nimic efectul mecanic asupra solidului rigid. Forţa F  aplicată în 

C = M O (F)

O-F

F
F

A

r
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punctul A şi forţa F−  aplicată în punctul O, formează un cuplu 
de forţe, de moment 

 

    ( ) FrFMC O ×==               (2.39) 
 

În consecinţă, asupra solidului rigid, în punctul O 
acţionează forţa F  şi momentul ( )FMO , al căror efect mecanic 
este echivalent cu cel al forţei F  aplicată în punctul A.  

 

Forţa F  şi momentul ( )FMO  se numesc elemente de 

reducere în punctul O sau torsorul de reducere al forţei F  
aplicată în punctul A, şi se notează 

 

    ( )Fr,FO ×τ                          (2.40) 
 

Pentru un sistem de forţe iF , n,1i = , aplicate în punctele 

iA , n,1i =  şi care au, respectiv, vectorii de poziţie ir , n,1i =  în 

raport cu punctul O, fiecare forţă iF  aplicată în punctul iA , se 

înlocuieşte cu o forţă iF  şi un moment ( ) iiii FrFM ×= , aplicate 

în punctul O. Sistemul forţelor iF  concurente în punctul O se 

înlocuieşte cu un vector rezultant ∑
=

=
n

1i
iFR  şi, analog, momen-

tele ( ) iiii FrFM ×=  se înlocuiesc cu un vector moment rezultant, 

( )∑
=

=
n

1i
iiO FMM .  

În concluzie, torsorul de reducere al sistemului de forţe iF , 

n,1i = , se scrie 
 

   ( ) 




 ×==τ ∑∑

==

n

1i
ii

n

1i
iOO Fr,FM,R            (2.41) 
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În practică, se pune de foarte multe ori problema înlocuirii 
acţiunii unui sistem de forţe care acţionează asupra unui solid 
rigid, cu acţiunea altui sistem de forţe, care diferă, în general, de 
primul atât prin numărul de forţe aplicate cât şi prin modulul, 
direcţia şi sensul lor, dar care să aibă acelaşi efect mecanic 
asupra solidului rigid.  

Acest lucru se realizează, aşa cum s-a arătat anterior, cu 
ajutorul operaţiilor elementare de echivalenţă.  

 

Teorema de echivalenţă 
a două sisteme de vectori alunecători: 

Două sisteme de forţe sunt echivalente dacă au, într-un 
punct, aceeaşi forţă rezultantă şi acelaşi moment rezultant, sau, 
cu alte cuvinte, dacă au acelaşi torsor de reducere în punctul 
considerat. 

 

Torsorul de reducere se bucură de următoarele proprietăţi: 
! la schimbarea punctului de reducere, forţa rezultantă R , 

obţinută prin construirea poligonului forţelor, rămâne 
neschimbată, fiind un invariant în raport cu punctul de reducere; 

! la schimbarea punctului de reducere, momentul rezultant 
se modifică corespunzător relaţiei 
 

                    
( )

RO'OMRrRO'O

RrO'OR'rM

O

'O

×+=×+×=

=×+=×=
                 (2.42) 

 

   
 
Astfel, într-un punct 'O , al solidului 

rigid, (Figura 2.13), torsorul de reducere al 

sistmului de forţe iF , n,1i = , se scrie 
 
 
 

 

           Fig. 2.13. 

OO'

r i
r'i

A

F i
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 ( ) 




 ×+==τ ∑

=

RO'OM,F'M,R O

n

1i
iOO                   (2.43) 

 

! produsul scalar dintre forţa rezultantă R şi momentul 
rezultant OM  este o mărime constantă, fiind un invariant în 

raport cu punctul de reducere; 
 Într-adevăr, înmulţind scalar cu R , relaţia (2.42) devine: 
 

               ( ) OO'O MRR'OORMRMR ⋅=×⋅−⋅=⋅ ,          (2.44) 

produsul mixt ( )R'OOR ×⋅  fiind 
nul.  
 
 
Relaţia (2.44) se mai scrie, 
conform celor prezentate în 
Figura 2.14, 
 
 

                   Fig. 2.14.  
 

OROO

'OR'O'O

MprRcosMRMR

MprRcosMRMR

=α⋅=⋅

=β⋅=⋅
 

deci, 
.constMMprMpr ROR'OR ===  

adică, proiecţia momentului rezultant pe direcţia forţei 
rezultante este un invariant în raport cu punctul de reducere. 
 

 Ţinând cont de expresiile analitice ale vectorilor 
kRjRiRR zyx ++=  şi kMjMiMM zyxO ++= , relaţia (2.44) 

se scrie 
 

 =++=⋅ zzyyxxO MRMRMRMR constant         (2.45) 

M R

M R

R

R

O

O'
M O

M O '

αααα  

ββββ 
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şi se numeşte trinom invariant sau scalarul torsorului sistemului 
de forţe dat. 
 

2.3.5.3. Torsor de reducere minimal. Axa centrală 
 

Considerând un sistem oarecare de forţe acţionând asupra 
unui solid rigid, se pune întrebarea care este valoarea minimă a 
torsorului sistemului de forţe dat şi în care puncte de reducere se 
obţine această valoare. 

Aşa cum rezultă din una dintre proprietăţile torsorului de 
reducere, acesta se modifică la schimbarea punctului de 
reducere, ca o consecinţă a modificării momentului rezultant 

OM . 

Este posibil să se descompună momentul rezultant OM  în 

două componente RM  după direcţia rezultantei R  şi NM  într-

un plan normal pe direcţia rezultantei R . (Figura 2.15) 
 

    NRO MMM +=              (2.46) 
 

Cum componenta 

RM  este invariantă, 
rezultă că modificările 
momentului rezultant 

OM  şi implicit ale 
torsorului de reducere, 
sunt determinate de 

           Fig. 2.15.                  componenta NM  care, în 

funcţie de punctul de reducere, poate lua orice valoare şi orice 
poziţie în planul normal pe direcţia rezultantei R . 

 
 Se demonstrează că există puncte în care componenta 

NM  este nulă.  

O
M R

M N

M O

R

x

y

z
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 În consecinţă, valoarea minimă a momentului rezultant 
OM  este componenta RM  a acestuia şi se realizează în punctele 

în care componenta NM  se anulează.  
 Mărimea momentului minim este dată de relaţia 

 

2
z

2
y

2
x

zzyyxxO
Rmin

RRR

MRMRMR

R

MR
MM

++

++
=

⋅
==   (2.47) 

 

S-a arătat în paragrafele precedente că momentul rezultant 
variază când se schimbă polul. Se pune problema determinării 
valorii minime a modulului acestui vector. Notând cu 

zyx M,M,M  proiecţiile vectorului OM , cu zyx R,R,R  

proiecţiile vectorului OR  şi cu x, y, z coordonatele punctului P 
în care modulul momentului rezultant este minim, expresia PM a 
acestuia se scrie: 

zyx

zyxOP

RRR

zyx

kji

kMjMiMRPOMM −−−+++=×+=  

sau 
( ) ( )
( )kyRxRM

jxRzRMizRyRMM

xyz

zxyyzxP

+−+

++−++−=
 

iar  

( ) ( )
( ) ( )z,y,xfyRxRM

xRzRMzRyRMM
2

xyz

2
zxy

2
yzx

2

P

=+−+

++−++−=
 

 

 Pentru a calcula minimul funcţiei ( )z,y,xf  se pun 
condiţiile: 

0
z

f
,0

y

f
,0

x

f =
∂
∂=

∂
∂=

∂
∂
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Rezultă 
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) 0RxRzRM2RzRyRM2

0RzRyRM2RyRxRM2

0RyRxRM2RxRzRM2

xzxyyyzx

zyzxxxyz

yxyzzzxy

=+−−+−
=+−−+−
=+−−+−

 

 

Este uşor de verificat că ecuaţiile de mai sus nu sunt 
independente. Într-adevăr, dacă se multiplică prima ecuaţie cu 

xR , a doua cu yR  şi a treia cu zR  şi se adună, se obţine 00 ≡ . 

Rezultă că numai două dintre aceste ecuaţii sunt 
independente. 

Împărţind prima relaţie cu zyRR2 , a doua cu xz RR2  şi a 
treia cu yx RR2 , aceste ecuaţii pot fi puse sub forma a trei 

rapoarte egale, ceea ce conduce la obţinerea relaţiei 
 

z

xyz

y

zxy

x

yzx

R

yRxRM

R

xRzRM

R

zRyRM +−
=

+−
=

+−
 (2.48) 

Definiţia 2.21: 
Locul geometric al punctelor în care, efectuând reducerea, 

torsorul sistemului de forţe are valoarea minimă, este o dreaptă, 
obţinută prin intersecţia a două plane, numită axa centrală a 
sistemului de forţe considerat. 
 

Observaţia 2.5: 
Torsorul de reducere minimal este deci, ansamblul format 

din vectorii (având ca dreaptă suport axa centrală): 
R  - vectorul forţă rezultantă a sistemului de forţe; 

RM  - momentul rezultant minim – şi se notează 
( )RminO M,R=τ                          (2.49) 

 

2.3.5.4. Cazurile de reducere ale  
             sistemelor de forţe oarecare 

 

Când un sistem de forţe oarecare se reduce într-un punct  
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O, se pot întâlni următoarele cazuri de reducere: 
1. 0M;0R O == , ceea ce înseamnă că sistemul de 

forţe dat este echivalent cu zero, deci torsorul de reducere este 
nul.  

2. 0M;0R O =≠ , ceea ce înseamnă că sistemul de 

forţe dat este echivalent cu o rezultantă unică, ∑
=

=
n

1i
iFR , al 

cărei suport trece prin punctul de reducere, O.  
Este valabilă următoarea teoremă: 
Teorema momentelor (Teorema lui Varignon): pentru 

un sistem de forţe care se reduce la o rezultantă unică, momentul 
rezultantei în raport cu un punct este egal cu suma vectorială a 
momentelor forţelor componente calculate în raport cu acelaşi 
punct.  

 

    ( ) ∑
=

==
n

1i
iOOO )F(MRMM               (2.50) 

 

Pentru un sistem de forţe care se reduce la o rezultantă 
unică, momentul rezultantei în raport cu o axă este egal cu suma 
algebrică a momentelor forţelor componente calculate în raport 
cu acea axă. 

 

    ( ) ( )∑
=

∆∆∆ ==
n

1i
iFMRMM                (2.51) 

 

3. 0M;0R O ≠= , ceea ce înseamnă că sistemul de 
forţe dat este echivalent cu un cuplu ale cărui forţe, F , au 
sensurile alese astfel încât să se respecte regula burghiului drept 
şi sunt situate într-un plan perpendicular pe direcţia momentului 

OM , la distanţa d care respectă relaţia OMdF =⋅ . 
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4. 0M;0R O ≠≠ , caz în care se pot distinge două 
situaţii, după cum trinomul invariant OMR ⋅  este nul sau nu: 

 4.a. 0MR O =⋅ , (cei doi vectori sunt ortogonali) 

ceea ce înseamnă că sistemul de forţe dat este echivalent cu o 

rezultantă unică ∑
=

=
n

1i
iFR , aflată pe axa centrală, momentul 

minim fiind egal cu zero. 
 4.b. 0MR O ≠⋅ , (cei doi vectori fac între ei un 

unghi 
2

π≠α ) ceea ce înseamnă că sistemul de forţe dat este 

echivalent cu o rezultantă ∑
=

=
n

1i
iFR , aflată pe axa centrală, şi un 

cuplu acţionând într-un plan normal pe axa centrală al cărui 
moment este RM . 
 

2.3.5.5. Cazurile de reducere  
             ale sistemelor de forţe particulare 

 

Reducerea sistemelor de forţe oarecare, prezentată în 
paragraful anterior, are elemente specifice şi este mult mai 
simplă în cazul sistemelor de forţe particulare, aşa cum se va 
vedea în continuare. 

 

A. Cazul forţelor concurente 
 

Definiţia 2.22: 
O mulţime de forţe, ale căror suporturi trec prin acelaşi 

punct O, formează un sistem de forţe concurente. 
 

Ca vectori alunecători, toate forţele pot aluneca pe dreptele 
lor suport, astfel ca punctele lor de aplicaţie să fie situate în O. 

Forţa rezultantă este ∑
=

=
n

1i
iFR . Momentele acestor forţe în 
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raport cu punctul O sunt nule, deoarece vectorii de poziţie 0ri =  

şi deci, momentul rezultant ( ) ∑∑
==

×==
n

1i
ii

n

1i
iOO FrFMM  este, de 

asemenea, nul. 
În concluzie, un sistem de forţe concurente este echivalent  

cu o rezultantă unică ∑
=

=
n

1i
iFR  al cărei suport trece prin punctul 

O, sau este echivalent cu zero dacă 0R = . 
 

B. Cazul forţelor coplanare 
 

Definiţia 2.23: 
O mulţime de forţe, ale căror suporturi sunt, toate, 

conţinute într-un acelaşi plan, [P], formează un sistem de forţe 
coplanare. 

 

Forţa rezultantă ∑
=

=
n

1i
iFR  se află în planul [P] al forţelor, 

iar momentul rezultant ( ) ∑∑
==

×==
n

1i
ii

n

1i
iOO FrFMM  este normal 

pe acest plan. 
Dacă se consideră planul Oxy ca plan al forţelor, iar 

componentele vectorilor de poziţie şi ale forţelor sunt 
jyixr iii +=  respectiv jFiFF yixii +=  atunci, elementele 

torsorului de reducere au expresiile analitice 
 

   
( )










=−=×=

+=




+





==

τ
∑∑

∑∑∑

==

===

kMkFyFxFrM

jRiRjFiFFR

Oz

n

1i
xiiyii

n

1i
iiO

yx

n

1i
yi

n

1i
xi

n

1i
i

O            (2.52) 
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Se observă că trinomul invariant 0MR O =⋅ , ceea ce 

înseamnă că cei doi vectori, vectorul rezultant R  şi momentul 
rezultant OM , sunt întotdeauna ortogonali.  

În cazul cel mai general, un sistem de forţe coplanare este 
echivalent cu o rezultantă unică, aflată pe axa centrală care, în 
acest caz, se numeşte suportul rezultantei.  

Din relaţia (2.52), rezultă 

          

0RR

0yx

kji

kM

yx

Oz =  sau Ozxy MyRxR =−            (2.53) 

adică, chiar ecuaţia suportului rezultantei.  
 

Observaţia 2.6: 
La reducerea sistemelor de forţe coplanare, sunt posibile şi 

următoarele două situaţii: 
!  0M;0R O == , cazul sistemului de forţe echivalent 

cu zero; 
! 0M;0R O ≠= , cazul sistemului de forţe echivalent cu 

un cuplu ale cărui forţe sunt conţinute în planul forţelor date şi 
al cărui moment este OM . 

C. Cazul forţelor paralele 
 

Definiţia 2.24: 
O mulţime de forţe ale căror suporturi sunt drepte paralele 

între ele, formează un sistem de forţe paralele. 
 

Forţa rezultantă ∑
=

=
n

1i
iFR  are suportul paralel cu cel al 

sistemului de forţe dat, iar momentul rezultant, calculat în raport 

cu punctul de reducere O, ( ) ∑∑
==

×==
n

1i
ii

n

1i
iOO FrFMM , se află  
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într-un plan perpendicular pe suportul sistemului de forţe dat, 
momentul fiecărei forţe fiind perpendicular pe dreapta sa suport. 

Dacă se consideră că versorul direcţiei forţelor paralele 
este u , atunci, elementele torsorului de reducere în raport cu 
punctul O, au expresiile analitice 

     










×




=×=×=






==

τ
∑ ∑∑

∑∑

= ==

==
n

1i

n

1i
iiii

n

1i
iiO

n

1i
i

n

1i
i

O

urFuFrFrM

uFFR
             (2.54) 

Sistemul de forţe paralele, în caz general, este echivalent 
cu o forţă unică, aflată pe axa centrală, a cărei direcţie este 
paralelă cu suportul sistemului de forţe dat. Din teorema lui 
Varignon, rezultă 

uFrurF
n

1i
i

n

1i
ii 





×=×





 ∑∑

==

 

sau  

                               0uFrrF
n

1i
i

n

1i
ii =×





 − ∑∑

==

                      (2.55) 

Produsul vectorial fiind nul, ecuaţia vectorială (2.55) este 

echivalentă cu ecuaţia uFrrF
n

1i
i

n

1i
ii β=− ∑∑

==

, vectorii fiind, în 

aceste condiţii, coliniari. Se poate scrie 

                             uru
FF

rF
r Cn

1i
i

n

1i
i

n

1i
ii

α+=β−=
∑∑

∑

==

=                (2.56) 

Relaţia (2.56) - în care, α şi β sunt parametri,

∑
=

β−=α
n

1i
iF
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- este ecuaţia vectorială a unei drepte care trece prin punctul C, 
numit centru al forţelor paralele şi care este caracterizat de 
vectorul de poziţie  

   

∑

∑

=

==
n

1i
i

n

1i
ii

C

F

rF
r                                       (2.57) 

Se demonstrează următoarele următoarele proprietăţi ale 
centrului forţelor paralele: 

! centrul forţelor paralele nu-şi schimbă poziţia dacă 
direcţia tuturor forţelor se roteşte cu acelaşi unghi; 

! centrul forţelor paralele nu-şi schimbă poziţia dacă se 
multiplică mărimea tuturor forţelor cu acelaşi scalar; 

! poziţia centrului forţelor paralele nu depinde de 
originea sistemului de axe de coordonate. 
 

Observaţia 2.7: 
La reducerea sistemelor de forţe paralele, sunt posibile şi 

următoarele două situaţii: 
! 0M;0R O == , cazul sistemului echivalent cu zero; 

! 0M;0R O ≠= , cazul sistemului echivalent cu un 

cuplu ale cărui forţe sunt conţinute în planul forţelor date şi al 
cărui moment este ( )RMO . 
 

APLICAŢII 
 

1. Enunţ: 
Asupra unui cub de latură a, acţionează vectorii din figură. 

Să se proiecteze aceşti vectori pe axele unui sistem cartezian 
triortogonal, Oxyz, ştiind că: 

 

pVVVVV 54321 =====  
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x

y

z

V 1

V 2

V 3

V 5

V 4

O

V 4 y

V 4z

V 5 y V 5x

V 5z

 
Rezolvare: 
Pentru rezolvarea problemei, se ţine seama de expresia 

unui vector scrisă în raport cu sistemul cartezian triortogonal 
 

kvjvivv zyx ++=  
 

în care, vx, vy, vz reprezintă proiecţiile vectorului pe axele 
sistemului de coordonate. 

 

Proiecţiile vectorilor sunt prezentate în tabelul următor: 
vectorul proiecţia pe 

axa Ox 
proiecţia pe 

axa Oy 
proiecţia pe 

axa Oz 

1V  p 0 0 

2V  0 -p 0 

3V  0 0 -p 

4V  0 2p−  2p−  

5V  
3

p
 

3

p
 

3

p
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2. Enunţ: 
Se dau vectorii: 

k3ji5v;k2j4iv;k4j3i2v 321 ++=−−=++=  
 

Se cere să se calculeze: 

( )32131

3221

vvv;vv

;vv;vv

××
⋅+

 

 

Rezolvare: 
În sistemul cartezian triortogonal, suma a doi vectori 

kajaiaa zyx ++=  şi kbjbibb zyx ++=  este un vector, 

kcjcicc zyx ++= , care este dat de relaţia 
 

( ) ( ) ( )kbajbaibabac zzyyxx +++++=+=  
 

Se obţine: 
( ) ( ) k2j4i3k2j4ik4j3i2vv 21 +−=−−+++=+  

 

În sistemul cartezian triortogonal, produsul scalar a doi 
vectori kajaiaa zyx ++=  şi kbjbibb zyx ++=  este un scalar  

 

zzyyxx babababam ++=⋅=  

Se obţine: 
( )( ) 5321451k3ji5k2j4ivv 32 −=⋅−⋅−⋅=++−−=⋅  

 

În sistemul cartezian triortogonal, produsul vectorial a doi  
vectori kajaiaa zyx ++=  şi kbjbibb zyx ++=  este un vector 

( ) ( ) ( )kbabajbabaibaba

bbb

aaa

kji

bav

xyyxzxxzyzzy

zyx

zyx

−+−+−=

==×=
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Se obţine: 

( ) ( )

k13j14i5

315

432

kji

k3ji5k4j3i2vv 31

−+=

==++×++=×
 

În sistemul cartezian triortogonal, produsul mixt al 
vectorilor kajaiaa zyx ++= , kbjbibb zyx ++=  şi  

kcjcicc zyx ++=  este scalarul 

( )

( ) ( ) ( ) zxyyxyxzzxxyzzy

zyx

zyx

zyx

acbcbacbcbacbcb

ccc

bbb

aaa

cbam

−+−−−=

==×⋅=
 

Se obţine: 

( ) ( )

( ) ( ) 25214133102k21j13i10k4j3i2

315

241

kji

k4j3i2vvv 321

=⋅+⋅−⋅−=+−−⋅++=

=−−⋅++=×⋅
 

 

3. Enunţ: 
Asupra unui cilindru acţionează sistemul de forţe dirijate 

ca în figură. 
 

Se cunosc mărimile exprimate în N:  

2fFFF

2417fF

432

1

===

+=
 

 

cu .constf = , forţele 3F  şi 4F  fiind paralele cu axele Ox 

respectiv Oy. 
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De asemenea, se cunosc dimensiunile indicate pe desen. 
Se cere să se reducă sistemul de forţe în raport cu punctul 

O, precizând cazul de reducere şi să se determine ecuaţia axei 
centrale a sistemului de forţe considerat. 

 

x

z

yO

O '

O ''
A

B

C

E

450 

2r

2r

r

F
F

F

F

3

1

2

3

 
 
Rezolvare: 
Torsorul de reducere a sistemului de forţe în raport cu 

punctul O se scrie 

( ) 




 ×==τ ∑∑

==

4

1i
ii

4

1i
iOO Fr,FM,R  

 

Corespunzător figurii prezentate, se scriu expresiile 
analitice ale forţelor respectiv momentelor acestor forţe în raport 
cu punctul de reducere 

 

( )
kf2jf2F

kf3j22fi2fF

2

1

⋅−⋅−=

⋅−++⋅=
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j2fF

i2fF

4

3

⋅−=

⋅−=
 

Se obţine 
kf5FFFFR 4321 ⋅−=+++=  

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )[ ]

( )[ ]
j2rfi2rf

i2rf2kj2rf2

irf4k2rf2jfr2ifr24

F'OOFOEFOCFOBM 4321O

⋅+⋅−=

=⋅−++

+⋅+⋅−⋅−⋅+−=

=×+×+×+×=

 

 

În plus, produsul  

( ) 0j2rfi2rfkf5MR O =⋅+⋅−⋅−=⋅ , 
 

deci sistemul de forţe dat este echivalent cu o forţă unică al cărei 
suport nu trece prin punctul de reducere, având în vedere că 

0MO ≠ . 

Ecuaţia axei centrale este dată de relaţiile: 
 

z

xyz

y

zxy

x

yzx

R

yRxRM

R

xRzRM

R

zRyRM +−
=

+−
=

+−
 

Prin înlocuirea expresiilor pentru proiecţiile pe axele 
sistemului de referinţă a rezultantei R  şi a momentului acesteia 
în raport cu punctul de reducere ( )RMO , se ajunge la concluzia 

că axa centrală este o dreaptă paralelă cu axa Oz care trece prin 
punctul  







− 0,

5

2r
,

5

2r
P . 

4. Enunţ 
Asupra corpului din figură acţionează sistemul de forţe 

pentru care se cunosc mărimile exprimate în N 
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f3F,14fF,2fF 321 === şi 0.constf >= . 
 

De asemenea, se cunosc dimensiunile indicate pe figură. 

x

y

z

O

H

E '
C

A B

D

E

O ' B '

C ' D '

F

F
F1

2

3

a

3 a

a

a

O''
a

 
Se cere să se reducă sistemul de forţe în raport cu punctul  

O, precizând cazul de reducere şi să se determine ecuaţia axei 
centrale a sistemului de forţe considerat. 
 

Rezolvare: 
Torsorul de reducere a sistemului de forţe în raport cu 

punctul O se scrie 

( ) 




 ×==τ ∑∑

==

4

1i
ii

4

1i
iOO Fr,FM,R  

Corespunzător figurii prezentate, se scriu expresiile 
analitice ale forţelor respectiv momentelor acestor forţe în raport 
cu punctul de reducere 

kf3F

kf2jf3ifF

kfifF

3

2

1

⋅=

⋅−⋅+⋅−=

⋅−⋅=

 

Se obţine 
jf3FFFR 321 ⋅=++=  
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )k3j2i3afjiaf3k3i6afjaf

FOCF'OEFOHM 321O

+−−=−++−+⋅=

=×+×+×=
 

În plus, produsul  
( ) ( ) 0k3j2i3afjf3RMR O ≠+−−⋅⋅=⋅ , 

 

deci sistemul de forţe dat este echivalent cu un torsor propriu-
zis. 

Ecuaţia axei centrale este dată de relaţiile: 
 

=
+−

=
+−

=
+−

z

xyz

y

zxy

x

yzx

R

zRxRM

R

xRzRM

R

zRyRM
 

 

Prin înlocuirea expresiilor pentru proiecţiile pe axele 
sistemului de referinţă a rezultantei R  şi a momentului acesteia 
în raport cu punctul de reducere OM , se ajunge la concluzia că 
axa centrală este o dreaptă paralelă cu axa Oy care trece prin 
punctul  

( )a,0,aP . 
5. Enunţ 

 În figură este reprezentat sistemul de acţionare pentru o 
masă vibrantă, format dintr-un excentric solidar cu o roată 
dinţată şi un tachet, care se sprijină cu talpa sa, prin intermediul 
unor role, pe ghidaje verticale. 
 Asupra ansamblului tehnic prezentat, acţionează forţele: 

( )
( ) ( )05,0,sinekPN

;m05,0e;m/N2000k,sinekF

;N23002F

;N50Q

;N500P

e

eee

=µθ−µ=

==θ−=

=

=

=

 

Cunoscând următoarele date constructive 
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4
;m1,0RCB;m02,0d;m05,0OC

;m07,0bOE;m02,0OG;m04,0a F

π=α====

====
, 

se cere să se reducă sistemul de forţe în raport cu punctul O, 
precizând cazul de reducere şi să se determine ecuaţia axei 
centrale a sistemului de forţe considerat. 
 

Rezolvare: 
Torsorul de reducere a sistemului de forţe în raport cu 

punctul O se scrie 

( ) 




 ×==τ ∑∑

==

4

1i
ii

4

1i
iOO Fr,FM,R  

 

��
��
�
�

����
����
��

������
������

��
��
��
��
�� ������

������

�
�
�
�
�

���������
���������

�����������
�����������
�����������

a

d

x

y

O

P

F e

N

F

Q

θθθθ 

αααα  
E

C G
B

 
 

Corespunzător figurii prezentate, se scriu expresiile 
analitice ale forţelor respectiv momentelor acestor forţe în raport 
cu punctul de reducere 
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( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )k75,2sin7,0sin25,0NM;isin525N

ksin4FM;jsin100F

k221FM;j300i300F

kcosQM;j50Q

k20PM;j500P

2
O

eOe

O

O

O

−θ−θ=θ−=

θ−=θ−=

=−=

θ−=−=

−=−=

 

 

Se obţine torsorul de reducere în punctul O 
 

( ) ( )
( )




θ+θ−θ−=
θ+−θ−=

τ
ksin25,0sin7,4cos86,6M

jsin100850isin5325R
2

O

O  

În plus, produsul  
0MR O =⋅ , 

 

deci sistemul de forţe dat este echivalent cu o rezultantă unică. 
Ecuaţia axei centrale este dată de relaţiile: 
 

=
+−

=
+−

=
+−

z

xyz

y

zxy

x

yzx

R

zRxRM

R

xRzRM

R

zRyRM
 

 

Prin înlocuirea expresiilor pentru proiecţiile pe axele 
sistemului de referinţă a rezultantei R  şi a momentului acesteia 
în raport cu punctul de reducere OM , se ajunge la ecuaţia scalară 

 

( ) ( )
θ−θ+θ+−=

=θ−+θ+
2sin25,0sin7,4cos86,6

ysin5325xsin100850
 

 

care este suportul rezultantei unice cu care este echivalent 
sistemul de forţe dat. 
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CAPITOLUL 3 
 

NOŢIUNI DE GEOMETRIA MASELOR 
 

3.1. CENTRE DE MASĂ 
 

3.1.1. Greutatea. Centrul de greutate (de masă) 
 

Aşa cum se arată în Figura 3.1, toate particulele Mi având 

masele mi, n,1i µ  şi aparţinând unui sistem de puncte materiale 
aflat la suprafaţa Pământului, sunt supuse acţiunii câmpului  
gravitaţional terestru care se manifestă prin forţa de atracţie 

                                       gmG
ii �℘                                       (3.1) 

 

şi care este numită forţă de 
greutate. 

Se observă că această 
forţă depinde de masa 
particulei materiale, mi, şi de 

vectorul g  care este numit 
acceleraţie gravitaţio-nală şi 
care, la fel cu oricare mărime 
vectorială, este defi-nit de 
următoarele elemente: 

 
                                                           Fig. 3.1. 
 

� modul – variabil, în funcţie de poziţia particulei 
materiale în raport cu suprafaţa Pământului, în calcule 
considerându-se valoarea de 9,81 m/s2; 

� direcţie – aproximativ direcţia razei Pământului; 
� sens – dirijat către centrul Pământului. 

 

Greutatea sistemului de puncte materiale reprezentat în 
figura 3.1 este  

O

M
1

M
2

i
M

nM

C

x

y

z
(m )

i

r
2

r
i

rn

rC G
G1

2

G i

Gn

r1

G

axa centrală
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�
ϕ

ϕΞΞΞϕ

n

1i

in21 GGGGG �   (3.2) 

 

Ţinând seama de relaţia (3.1), greutatea sistemului se scrie 
 

gMmggmGG
n

1i

i

n

1i

i

n

1i

i ℘℘�℘℘ ���
℘℘℘

 (3.3) 

 

în care s-a notat �
℘

℘

n

1i

i
mM , masa totală a sistemului de puncte 

materiale considerat. 
Pe un domeniu restrâns, situat la suprafaţa Pământului, 

câmpul gravitaţional terestru se consideră constant, deci se poate 
neglija variaţia intensităţii şi direcţiei vectorului acceleraţie 
gravitaţională, greutăţile ce acţionează asupra particulelor 
materiale fiind considerate forţe paralele, dirijate după o direcţie 
verticală şi având sensul orientat în jos. 

Sistemul acestor forţe paralele poate fi înlocuit cu o 
rezultantă unică, numită greutate a sistemului de puncte 
materiale şi care este definită de următoarele elemente 
caracteristice unei mărimi vectoriale: 

� punct de aplicaţie - este punctul C numit centru 

de greutate şi care reprezintă centrul forţelor de greutate, 
i

G , 
considerate paralele; 

� modul – este dat de relaţia  
 

MgmggmGG
n

1i

i

n

1i

i

n

1i

i
℘℘�℘℘ ���

℘℘℘

; 

 

� direcţie – este dată de direcţia axei centrale; 
� sens – este orientat în jos. 

 

Fiind centrul forţelor paralele de greutate, centrul de 
greutate, C, al sistemului de puncte materiale considerat este 
caracterizat de vectorul de poziţie 
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M

rm

m

rm

gm

rgm

G

rG

r

n

1i

ii

n

1i

i

n

1i

ii

n

1i

i

n

1i

ii

n

1i

i

n

1i

ii

C

�

�

�

�

�

�

�
℘

℘

℘

℘

℘

℘

℘

℘℘

�

℘℘  (3.4) 

 

relaţie care demonstrează că centrul de greutate al unui sistem 
de puncte materiale este un element geometric care depinde de 
modul de distribuire a maselor sistemului, ceea ce justifică şi 
denumirea de centru de masă.  
 

Observaţia 3.1: 
Evident, centrul de greutate şi centrul de masă sunt puncte  

confundate, diferenţa fiind dată de faptul că noţiunea de centru 
de masă este independentă de atracţia universală. 
 

Proiecţiile vectorului de poziţie Cr  pe axele unui sistem 
cartezian triortogonal Oxyz, definesc coordonatele centrului de 
masă al sistemului de puncte materiale considerat 

 

M

zm

m

zm

z

;
M

ym

m

ym

y

;
M

xm

m

xm

x

N

1i

ii

n

1i

i

N

1i

ii

C

N

1i

ii

n

1i

i

N

1i

ii

C

N

1i

ii

n

1i

i

N

1i

ii

C

�

�

�

�

�

�

�

�

�

℘

℘

℘

℘

℘

℘

℘

℘

℘

℘℘

℘℘

℘℘

 (3.5) 

 

Dacă în relaţiile (3.4) şi (3.5) ��n , deci masele 
sistemului de puncte materiale sunt repartizate continuu în 



CURS DE MECANICĂ PENTRU INGINERI 
 

 60 

spaţiul ocupat de sistem, acesta devine un domeniu material 
continuu, (D), iar sumele din relaţiile anterioare se transformă în 
integrale, astfel încât se poate scrie 

 

→ ↓

→ ↓
�

� �

℘

D

D

C

dm

dmr

r    (3.6) 

 

respectiv 
 

→ ↓

→ ↓

→ ↓

→ ↓

→ ↓

→ ↓
�

�

�

�

�

� �

℘

�

℘

�

℘

D

D

C

D

D

C

D

D

C

dm

dmz

z;
dm

dmy

y;
dm

dmx

x   (3.7) 

 

Pentru studiul centrului de masă al diferitelor domenii 
materiale, este necesar să se introducă noţiunea de densitate 

medie, 
i

i

med

V

m

⊇

⊇
℘ , prin trecere la limită, 0V

i
�⊇ , obţinându-

se densitatea  
 

dV

dm
℘                                    (3.8) 

 

În cazul unui domeniu material cu masa repartizată 
tridimensional pe un volum V – cazul blocurilor sau corpurilor - 
este valabilă relaţia dvdm

V
�℘ , în care, 

V
  [kg/m3] se 

numeşte densitate volumetrică. 
 

În cazul unui domeniu material cu masa repartizată pe o 
suprafaţă de arie totală S – cazul plăcilor şi membranelor - este 
valabilă relaţia dAdm

A
�℘ , în care, 

A
  [kg/m2] se numeşte 

densitate superficială. 
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În cazul unui domeniu material cu masa repartizată pe o 
curbă de lungime totală L – cazul barelor şi firelor - este valabilă 
relaţia lddm

L
�℘ , în care, 

L
⊗  [kg/m] se numeşte densitate 

liniară. 
În cazul domeniilor materiale omogene (realizate din 

acelaşi material şi având aceeaşi secţiune transversală), 
densitatea se consideră constantă, .const℘ , iar pentru celelalte 

situaţii, ea este variabilă → ↓z,y,x℘ . 
Înlocuind corespunzător în relaţiile (3.6) şi (3.7) elementul 

de masă dm, după simplificări se obţin relaţiile 
� pentru corpuri materiale 

 

→ ↓

→ ↓
�

� �

℘

V

V

C

dv

dvr

r  (3.9) 

respectiv 

→ ↓

→ ↓

→ ↓

→ ↓

→ ↓

→ ↓
�

�

�

�

�

� �

℘

�

℘

�

℘

V

V

C

V

V

C

V

V

C

dv

dvz

z;
dv

dvy

y;
dv

dvx

x  (3.10) 

 

� pentru suprafeţe materiale 
 

→ ↓

→ ↓
�

� �

℘

S

S

C

dA

dAr

r  (3.11) 

respectiv 

→ ↓

→ ↓

→ ↓

→ ↓

→ ↓

→ ↓
�

�

�

�

�

� �

℘

�

℘

�

℘

S

S

C

S

S

C

S

S

C

dA

dAz

z;
dA

dAy

y;
dA

dAx

x  (3.12) 
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� pentru curbe materiale 
 

→ ↓

→ ↓
�

� �

℘

L

L

C

d

dr

r
l

l

 (3.13) 

respectiv 

→ ↓

→ ↓

→ ↓

→ ↓

→ ↓

→ ↓
�

�

�

�

�

� �

℘

�

℘

�

℘

L

L

C

L

L

C

L

L

C

d

dz

z;
d

dy

y;
d

dx

x
l

l

l

l

l

l

 (3.14) 

 

 

3.1.2. Proprietăţile centrelor de masă 
 

Se demonstrează următoarele proprietăţi generale ale 
centrelor de masă: 

1) poziţia centrului de masă al unui sistem de puncte 
materiale sau al unui domeniu material continuu, nu depinde de 
sistemul de referinţă ales, ci numai de modul de distribuţie a 
maselor sistemului de puncte materiale sau ale domeniului 
material continuu considerat; 
 

2) dacă toate masele unui sistem de puncte materiale sau al 
unui domeniu material continuu, se multiplică/simplifică cu 
acelaşi scalar, poziţia centrului de masă nu se modifică; ceea ce 
conduce la concluzia că sistemele de puncte materiale sau 
domeniile materiale continue, realizate din materiale diferite dar 
omogene şi care sunt identice din punct de vedere geometric, au 
centre de masă omoloage (coincid atunci când se suprapun 
sistemele sau domeniile materiale considerate); 
 

3) dacă toate masele unui sistem de puncte materiale sau al 
unui domeniu material continuu, se află pe o dreaptă sau un 
plan, atunci şi centrul de masă este situat pe acea dreaptă sau în 
acel plan; 
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4) dacă un sistem de puncte materiale sau un domeniu 
material continuu, are plan, axă sau centru de simetrie, atunci 
centrul de masă se va găsi în acel plan, pe acea axă sau în acel 
centru de simetrie; 
 

5) centrul de masă al unui domeniu material D, format din n 
părţi numite subdomenii, Di, care au masele mi şi centrele de 

masă în punctele Ci, caracterizate de vectorii de poziţie Cir , 

n,1i ℘ , se identifică cu centrul de masă al unui sistem de n 
puncte materiale cu masele mi concentrate în cele n centre de 
masă ale subdomeniilor Di.  
 

Într-adevăr, pornind de la expresiile vectorilor de poziţie ai 

centrelor de masă, Ci, n,1i ℘ , 
 

        → ↓ → ↓ → ↓

n

D

Cn

2

D

2C

1

D

1C

m

dmr

r;;
m

dmr

r;
m

dmr

r n21

���
℘℘℘ �      (3.15) 

 

se determină vectorul de poziţie Cr  al centrului de masă al 
domeniului material D considerat 
 

             
→ ↓ → ↓ → ↓ → ↓

n21

Cnn2C21C1

DDDD

C

mmm

rmrmrm

m

dmrdmrdmr

m

dmr

r
n21

�

�

�

±±

±±±

℘

℘

±±±

℘℘℘

����

     (3.16) 

 

Observaţia 3.3: 
Dacă unul sau mai multe dintre subdomeniile Di lipsesc 

(sunt extrase) din domeniul material, D, considerat, relaţia 
(3.16) rămâne valabilă, dar se atribuie semnul minus maselor 
care lipsesc (sunt extrase). 
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3.1.3.Centrul de masă al domeniilor materiale compuse 
 

În numeroase aplicaţii tehnice, se cere să se determine 
centrul maselor pentru domenii materiale compuse dintr-un 
număr finit de părţi ale căror centre de masă sunt cunoscute. 

 

Având în vedere proprietatea 5 a centrelor de masă, 
prezentată în paragraful anterior, se recomandă următoarea 
metodă practică – sistematizată în tabelul 3.1. - pentru 
determinarea coordonatelor centrului de masă al unui domeniu 
material compus. 

 

 

 
 

 Tabelul 3.1. Determinarea coordonatelor centrului de masă 
 

nr. 
crt. 

masa 
(lungimea, 

aria, 
volumul) 

coordonatele 
centrului de masă 
al subdomeniului 

 
produse parţiale 

N mi xi yi zi mixi miyi mizi 

I II III IV V VI VII VIII 

1 m1 x1 y1 z1 m1x1 m1y1 m1z1 

2 m2 x2 y2 z2 m2x2 m2y2 m2z2 

 …
 

 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
 

i mi xi yi zi mixi miyi mizi 

 …
 

 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
 

n mn xn yn zn mnxn mnyn mnzn 

 

�
℘

n

1i

i
m  

   

�
℘

n

1i

ii
xm  �

℘

n

1i

ii
ym  �

℘

n

1i

ii
zm  

 
 
 

�

�

�

�

�

�

℘

℘

℘

℘

℘

℘

℘℘℘
n

1i

i

n

1i

ii

Cn

1i

i

n

1i

ii

Cn

1i

i

n

1i

ii

C

m

zm

z;

m

ym

y;

m

xm

x  
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3.1.4. Centrul de masă al domeniilor materiale  
          omogene uzuale 
 

1) Centrul de masă al unui domeniu material omogen 
cu masa repartizată pe o curbă de lungime totală, L – cazul 
barelor  
 

a) centrul de masă al unei bare omogene drepte  
 

Din motive de 
simetrie, centrul de 
masă, C, se găseşte la 
jumătatea lungimii 
barei, pe axa sa de 
simetrie (Figura 3.2). 

              Fig. 3.2. 
 

b) centrul de masă al unei bare omogene în formă de 
arc de cerc 

 

Se consideră o bară omogenă în formă de arc de cerc, 
având raza R şi unghiul la centru 2≥ [rad].  

Din motive de simetrie, centrul de masă, C, se va găsi pe 
bisectoarea unghiului.  

Aşa cum se vede în 
Figura 3.3, la distanţa  
se alege o bară de lungi-
me elementară ℘µ Rddl , 
de forma unui arc de cerc 
având unghiul la centru 
d. 

Bara elementară 
considerată poate fi asi-
milată cu o bară dreaptă, 
al cărei centru de masă se 
găseşte la jumătatea lun-

℘℘℘℘ 

d℘℘℘℘ 

-≥≥≥≥ 

≥≥≥≥ 

Rdθdl µ

Rcosθx µ  

O

x

R

R

Fig.  3.3.

axa de

simetrie

B
C

L/2L/2
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gimii sale, într-un punct de abscisă ℘µ cosRx .  
Abscisa centrului de masă al barei omogene în formă de 

arc de cerc, se determină cu relaţia 
 

→ ↓

→ ↓




℘




℘

℘





℘



�

℘

�

℘



≥



≥



≥



≥



≥



≥

�

�

�

�

�

�

sin
R

sinR

d

dcosR

Rd

RdcosR

d

dx

x

L

L

C

l

l

 (3.17) 

 

2) Centrul de masă al unui domeniu material cu masa 
repartizată pe o suprafaţă de arie totală S – cazul plăcilor  
 

a) centrul de masă al plăcilor plane omogene cu 
centru de simetrie (poligoane regulate) 

 

Din motive de simetrie, centrul de masă, C, se găseşte în 
centrul de simetrie al plăcii plane omogene considerate. 

 

b) centrul de masă al unei plăci triunghiulare plane 
omogene 

 

Se consideră o placă plană de formă triunghiulară oare-
care, MNP, ca în 
Figura 3.4. Se des-
compune suprafaţa 
plăcii în fâşii ele-
mentare, paralele cu 
latura MP, de exem-
plu, care pot fi asi-
milate cu bare drep-
te, al căror centru de 
masă se găseşte la 

                   Fig. 3.4. 

P

M

N
M'

N'
P'

h

h
/3

2
h
/3



NOŢIUNI DE GEOMETRIA MASELOR 
 

 67 

jumătatea lungimii lor.  
Locul geometric al centrelor de masă ale acestor bare este 

mediana PP’. 
Repetând operaţia şi în raport cu celelalte laturi ale plăcii 

plane triunghiulare considerate, se obţin medianele MM’ şi NN’.  
Centrul de masă al plăcii se va găsi la intersecţia 

medianelor. 
 

c) centrul de masă al unei plăci omogene în formă de 
sector de cerc 
 

Se consideră o placă omogenă în formă de sector de cerc, 
având raza R şi unghiul la centru 2≥ [rad].  

Din motive de simetrie, centrul de masă, C, se va găsi pe 
bisectoarea unghiului.  

Aşa cum se vede în Figura 3.5, la distanţa  se alege o 
placă elementară, de forma unui sector de cerc având unghiul la 
centru d.  
 
                                          

 
Placa 

elementară 
considerată, poate fi 
asimilată cu o placă 
triunghiulară, având 
baza de lungime 

℘µ Rddl ,  

aria ℘µ dR
2

1
dA

2 , şi 

al cărei centru de 
masă se găseşte într-
un punct de abscisă 

θcosR
3

2
x µ .  

 

Rdθdl µ

Rcosθ
3

2
x µ  

O

x

R

R

Fig.  3.5.

℘℘℘℘ 

d℘℘℘℘ 

-≥≥≥≥ 

≥≥≥≥ 
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Abscisa centrului de masă al plăcii omogene în formă de 
sector de cerc, se determină cu relaţia 

 

→ ↓

→ ↓




℘





℘

℘





℘



�

℘

�

℘



≥



≥



≥



≥



≥



≥

�

�

�

�

�

�

sin
R

3

2
sinR

3

2

d

dcosR
3

2

dR
2

1

dR
2

1
cosR

3

2

dA

dAx

x

2

2

S

S

C

 (3.18) 

 

3) Centrul de masă al unui domeniu material cu masa 
repartizată spaţial pe un volum V – cazul blocurilor sau 
corpurilor 

 

a) centrul de masă al unui con 
Se consideră un con 

circular drept, având 
înălţimea h şi raza bazei R, 
ca în Figura 3.6.  

 
La distanţa z se 

consideră un volum 
elementar,  

dzrdv
2

ℜµ ,  
ce poate fi asimilat unui 
cilindru cu raza r. Din 
asemănarea triunghiurilor 

A'OO  şi 'A''OO  rezultă 

           z
h

R
r µ . 

 
Cota centrului de masă al conului se determină cu relaţia 

 

y

z
R

r

h

d
z

z

Fig.  3.6.

O'

O

O''

A
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    → ↓

→ ↓

h
4

3

z
3

1

z
4

1

dzz

dzz

dzz
h

R

dzz
h

R
z

dv

zdv

z
h

0

3

h

0

4

h

0

2

h

0

3

h

0

2

h

0

2

V

V

C
℘℘℘

�
�

�
�
�

�


�
�

�
�
�

�
	

℘℘

�

�

�

�

�

�
  (3.19) 

 

b) centrul de masă al unei semisfere 
 

                                                                    Se consideră o  
semisferă, de 
rază R, ca în 
Figura 3.7.  
La distanţa z se 
consideră un 
volum elementar,  
      dzrdv

2
ℜµ , 

 ce poate fi 
asimilat unui 
cilindru cu raza r.  
 
 

Din triunghiul A'OO  rezultă 222
zRr ]µ . 

Cota centrului de masă al conului se determină cu relaţia 
 

→ ↓

→ ↓

→ ↓

→ ↓
R

8

3

dzzR

dzzRz

dv

zdv

z
R

0

2
22

R

0

222

V

V

C
µ

]ℜ

]ℜ�

µµ

�

�

�

�
    (3.20) 

 

 
 

În tabelul 3.2. sunt prezentate relaţiile de calcul pentru 
coordonatele centrului de masă în cazul unor domenii materiale 
omogene, având diferite forme. 
 

 

O

O'
A

R

z
d
z

Fig.  3.7.
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C
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a
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x

y

C

x
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Tabelul 3.2. Centre de masă 

 

FIGURA ŞI SISTEMUL DE 

COORDONATE 

COORDONATELE 

CENTRULUI DE GREUTATE 
BARE OMOGENE 

Linia dreaptă 
 

 
 

2

l
x

C
µ  

Conturul triunghiului 

 
Intersecţia bisectoarelor triunghiului 

median 

→ ↓ → ↓
→ ↓

cba

cb

2

h
y

cba2

bcxb2aa
x

C

C

±±

±
≥℘

±±

≥±±
℘

 

Contur poligonal regulat 
 

 

L

aH
OCy

C
==  

a = apotema OA 
H = proiecţia conturului poligonal pe o 

direcţie Ox perpendiculară pe axa de 

simetrie 
L = lungimea conturului 

Arc de cerc  
 
 

≥

≥

µµ

sin
rOCx

C
 

 

Arcul de lănţişor (AM) 

a

O

A D

C M

x

y

n t

H

 

ADx
C
℘  

2

OH
y
C
℘  

 
D este intersecţia tangentei în M cu 
orizontala în A, iar H este intersecţia 

normalei în M cu Oy.  

a este parametrul lănţişorului 
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Tabelul 3.2: continuare 

FIGURA ŞI SISTEMUL DE 

COORDONATE 

COORDONATELE 

CENTRULUI DE GREUTATE 
Cardioida  

a
y

x
O

x
C

C

 

 
 
 

5

a8
x

C
℘  

Cicloida  

O

x

A

B

C

x
C

y

y C

  2 r

2
r

 

 

rx
C

℘  r
3

4
y
C
℘  

r = raza cercului 
2

AB
r ℘  

SUPRAFEŢE OMOGENE 
Triunghi 

C

M
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P
x

y

O  
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yyy
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3
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C se găseşte pe segmentul AD, la cota yC, A 

şi D fiind mijloacele bazelor trapezului 

Sector de cerc 

O
x

y

C

x
C

αααα  

-αααα  

r

 
 
 

α
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  Tabelul 3.2: continuare 

FIGURA ŞI SISTEMUL DE 

COORDONATE 

COORDONATELE CENTRULUI 

DE GREUTATE 
Segment de cerc 

O x

y

C

y C

r

αααα  -αααα
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=

2sin2
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O
x

y

C

R

r

  

 -  

y C

 

 
 
 

α

α

−

−

=

sin

rR

rR

3

2
y

22

33

C
 

Cardioidă 

a
y

x
O

x
C

C

 

 
 
 

a
6

11
x

C
µ  

Cicloidă 

O

x

A

B

C

x
C

y

y C

ℜℜℜℜ  2 r

2
r

 

 
 

r
6

5
y

rx

C

C

µ

ℜµ

 

Aria OAMN a lănţişorului 
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 Tabelul 3.2: continuare 

FIGURA ŞI SISTEMUL DE 

COORDONATE 

COORDONATELE 

CENTRULUI DE 

GREUTATE 

CORPURI OMOGENE 

Tetraedru, con, piramidă 

x x
O
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z
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Pe dreapta ce uneşte vârful cu centrul de 
masă al bazei, la cota 

4

h
z
C
µ  

Trunchi de piramidă 
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z
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SB = aria bazei mari 

Sb = aria bazei mici 

H = înălţimea trunchiului de piramidă 
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Tabelul 3.2: continuare 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

FIGURA ŞI SISTEMUL DE 

COORDONATE 

COORDONATELE 

CENTRULUI DE 

GREUTATE 

CORPURI OMOGENE 

Emisferă 
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APLICAŢII 
 

1. Enunţ: 
În figura de mai jos se consideră o bară omogenă. Se 

cunosc dimensiunile indicate pe figură.  
Se cere să se determine poziţia centrului de masă al barei 

faţă de sistemul de referinţă Oxy. 
 

2
R

3
R

R

2R 2R

R

O

O1

O2

1

2

3

x

y

 
 
 
Rezolvare: 
Pentru rezolvarea problemei, se recomandă folosirea 

metodei practice propusă la paragraful 3.1.3. 
Bara din figură poate fi formată, din bara 1 de forma unui 

sfert de cerc de rază R, din bara 2 de forma unei drepte de 
lungime 3R, şi din bara de forma unui semicerc de rază 2R. 

Coordonatele xC, şi yC ale centrului de masă, C, cerut se 
obţin cu ajutorul rezultatelor parţiale prezentate în tabelul 
următor: 
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 lungimea 
 

coordonatele centrului 
de masă al 

subdomeniului 

produse parţiale 

N Li xi yi Lixi Liyi 

I II III IV V VI 
1 

2

R
 



≥
R2

 



≥

R2
R  

 

2
R≥  �

�

�
�
�

�
≥


1

2
R

2
 

2 R6  0  R3  0  2
R18  

3  

R2  

 

0  


±
R4

R4

 

 

0  

 

→ ↓1R8
2

±  

�
℘

3

1i

 

→ ↓± 512
2

R
 

   

2
R≥  → ↓±1750

2

R
 

 

Rezultă coordonatele centrului de masă căutat 

Ξ Ψ
ℜ[

ℜ[
µ

ℜ[

]µ

512

1750R
y

512

R2
x

C

C

 

 

2. Enunţ: 
În figura de mai jos se consideră o placă omogenă spaţială. 

Se cunosc dimensiunile indicate pe figură.  
Se cere să se determine poziţia centrului de masă al plăcii 

faţă de sistemul de referinţă Oxyz. 

O

x

y

z

n

n

60
0

1

2

3

4
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Rezolvare 
Pentru rezolvarea problemei, se recomandă folosirea 

metodei practice propusă la paragraful 3.1.3. 
Placa din figură poate fi formată, în planul Oyz din placa 

de forma triunghiului dreptunghic 1 din care se decupează placa 
de forma sectorului de cerc 2 şi, în planul Oxy din placa de 
forma dreptunghiulară 3 din care se decupează placa de forma 
sfertului de cerc 4. 

Coordonatele xC, yC şi zC ale centrului de masă, C, cerut se 
obţin cu ajutorul rezultatelor parţiale prezentate în tabelul de mai 
jos: 
 

 Aria 
 

coordonatele centrului de masă 
al subdomeniului 

 
produse parţiale 

N Ai xi yi zi Aixi Aiyi Aizi 
I II III IV V VI VII VIII 
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Rezultă coordonatele centrului de masă căutat 
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3. Enunţ: 
În figura de mai jos este reprezentat un arbore cotit 

omogen. Se cunosc dimensiunile indicate pe figură (în cm). 
Se cere să se determine poziţia centrului de masă al 

arborelui cotit faţă de sistemul de referinţă Oxy.  
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Rezolvare: 
Pentru rezolvarea problemei, se recomandă folosirea 

metodei practice propusă la paragraful 3.1.3. 
Arborele cotit considerat poate fi format din tronsoanele 

evidenţiate pe figură şi care au centrele de masă situate în 
punctele C1, C2, C3, C4, C5, C6, C7. 

În baza simetriei şi a omogenităţii rezultă 0yx
CC
℘℘  

Coordonata zC a centrului de masă,C, cerut se obţine cu 
ajutorul rezultatelor parţiale prezentate în tabelul de mai jos: 

 
 Volumul 

 
coordonatele centrului de masă 

al subdomeniului 
produse parţiale 

N Vi zi Vizi 
I II II  

1 1005,31 0 0 

2 1570,80 0 0 

3 3456 12 41472 

4 804,25 24 19302 

5 3456 12 41472 

6 1570,80 0 0 

7 1005,31 0 0 

�
℘

7

1i

 

 
 

12865,46 

 
 

- 

 
 

102246 

  

Rezultă cota centrului de masă căutat 

946,7
46,12865

102246

V

zV

z
12

1i

i

7

1i

ii

G
℘℘℘

�

�

℘

℘  
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3.2. MOMENTE STATICE 
 

În raport cu un sistem de 
referinţă cartezian, Oxyz, 
poziţia punctelor materiale, 
Mi, ale sistemului conside-
rat este caracterizată de  
vectorii de poziţie ir , 
respectiv de coordonatele 

(xi, yi, zi), n,1i =  (Figura 
3.8). 

Fig. 3.8. 
 

Momentele statice – numite planare - în raport cu planele 
xOy, yOz respectiv zOx, sunt definite de relaţiile 

 

∑∑∑
===

===
n

1i
iizOx

n

1i
iiyOz

n

1i
iixOy ymS,xmS,zmS     (3.21) 

 

Momentul static – numit polar - în raport cu punctul O 
este definit de relaţia 

 

∑
=

=
n

1i

iiO rmS            (3.22) 

 

Dacă toate punctele materiale ale sistemului sunt situate în 
acelaşi plan (de exemplu xOy), atunci se definesc momentele 
statice - numite axiale - în raport cu axa Ox respectiv Oy, cu 
relaţiile 

∑∑
==

==
n

1i
iix

n

1i
iiy ymS;xmS           (3.23) 

 

Observaţia 3.4: 
Din relaţiile prezentate anterior, se observă că momentele 

statice planare sau axiale sunt mărimi scalare, iar momentul 
static polar este o mărime vectorială. 

 

x

y

z

M i

x i

y i

z i

r i

O
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Din relaţiile (3.5) care dau coordonatele centrului de masă, 
C, pentru un sistem de puncte materiale, având în vedere că 

masa totală a acestui sistem este Mm
n

1i
i =∑

=

, rezultă 

 

Mzzm

;Myym

;Mxxm

C

n

1i
ii

C

n

1i
ii

C

n

1i
ii

=

=

=

∑

∑

∑

=

=

=

            (3.24) 

 

Relaţia (3.24) reprezintă teorema momentelor statice, şi 
se enunţă astfel: 

Momentul static al unui sistem de puncte materiale 
calculat în raport cu un plan, o axă sau un punct, este egal cu 
produsul dintre masa întregului sistem de puncte materiale şi 
distanţa de la centrul de masă al sistemului la planul, axa sau 
punctul considerat. 

 

Observaţia 3.5: 
Relaţia (3.24) conduce la concluzia că dacă momentul 

static al unui sistem de puncte materiale calculat în raport cu un 
plan, o axă sau un punct este nul, atunci centrul de masă al 
sistemului se găseşte în acel plan, respectiv pe acea axă sau în 
acel punct. 

 

Această observaţie este şi reciproc valabilă, servind la 
rezolvarea unor importante probleme practice. 

 

În cazul unui domeniu material continuu, (D), sumele din 
relaţiile anterioare se transformă în integrale, astfel încât se pot 
defini: 

! momentele statice în raport cu planele xOy, yOz 
respectiv zOx: 
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∫∫∫ ⋅=⋅=⋅=
)D(

zOx

)D(

yOz

)D(

xOy dmyS,dmxS,dmzS   (3.25) 

 

! momentul static în raport cu punctul O: 
 

( )
∫ ⋅=
D

O dmrS             (3.26) 

 

! dacă toate punctele materiale ale sistemului sunt 
situate toate într-un plan (de exemplu xOy), atunci se definesc 
momentele statice în raport cu axa Ox respectiv Oy, cu relaţiile: 

 

( ) ( )
∫∫ ⋅=⋅=
D

x

D

y dmyS;dmxS           (3.27) 

 

Relaţiile de mai sus se pot extinde, cu acelaşi înţeles, şi la 
domeniile materiale omogene particulare, prin înlocuirea 
elementului de masă, dm, cu elementul de volum, dV, de 
suprafaţă, dA, sau de lungime, dl, al domeniului considerat. 

 

Unităţile de măsură pentru momentele statice sunt 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 22 NsTFSsaukgmLMS =⋅==⋅=  
 

3.3. MOMENTE DE INERŢIE 
 

3.3.1. Definiţii 
 

Definiţia 3.1: 
Se numeşte moment de inerţie al unui sistem de puncte 

materiale în raport cu un plan, o axă sau un punct, suma 
produselor dintre masele punctelor materiale care alcătuiesc 
sistemul şi pătratele distanţelor de la aceste puncte la planul, axa 
sau punctul considerat. 
 

Definiţia 3.2: 
Se numeşte moment centrifugal al unui sistem de puncte 

materiale, suma produselor dintre masele punctelor materiale 
care alcătuiesc sistemul şi coordonatele acestor puncte în raport 
cu două plane perpendiculare. 
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Se consideră (în 
Figura 3.9) un sistem de n 
puncte materiale, Mi, având 
masele mi. În raport cu un 
sistem de referinţă carte-
zian, Oxyz, poziţia punc-
telor materiale ale siste-
mului considerat este 
caracterizată de vectorii de 
poziţie ir , respectiv de co-

ordonatele (xi, yi, zi), n,1i = . 
Se definesc: 
a) momentele– numite planare – în raport cu planele 

xOy, yOz respectiv zOx, cu relaţiile 
 

∑∑∑
===

===
n

1i

2
iizOx

n

1i

2
iiyOz

n

1i

2
iixOy ymJ,xmJ,zmJ     (3.28) 

 

b) momentele– numite axiale – în raport cu axele Ox, 
Oy respectiv Oz, cu relaţiile 

( )

( )

( )∑

∑

∑

=

=

=

+=

+=

+=

n

1i

2
i

2
iiz

n

1i

2
i

2
iiy

n

1i

2
i

2
iix

yxmJ

,xzmJ

,zymJ

            (3.29) 

c) momentul– numit polar – în raport cu originea 
sistemului de referinţă cartezian Oxyz, cu relaţia 
 

( )∑
=

++=
n

1i

2
i

2
i

2
iiO zyxmJ            (3.30) 

 

d) momentele– numite centrifugale – cu relaţiile 
 

x

y

z

M i (m i)

x i

y i

z i

r i

O

Fig. 3.9.
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∑∑∑
===

===
n

1i
iiizx

n

1i
iiiyz

n

1i
iiixy xzmJ,zymJ,yxmJ  (3.31) 

 

În cazul unui domeniu material continuu, (D), sumele din 
relaţiile anterioare se transformă în integrale, astfel încât se pot 
defini 

a) momentele– numite planare – în raport cu planele 
xOy, yOz respectiv zOx, cu relaţiile 
 

∫∫∫ ===
)D(

2
zOx

)D(

2
yOz

)D(

2
xOy dmyJ,dmxJ,dmzJ     (3.32) 

 

b) momentele– numite axiale – în raport cu axele Ox, 
Oy respectiv Oz, cu relaţiile 

( )
( )

( )
( )

( )
( )
∫

∫

∫

+=

+=

+=

D

22
z

D

22
y

D

22
x

dmyxJ

,dmxzJ

,dmzyJ

            (3.33) 

c) momentul– numit polar – în raport cu originea 
sistemului de referinţă cartezian Oxyz, cu relaţia 
 

( )
( )
∫ ++=
D

222
O dmzyxJ            (3.34) 

 

d) momentele– numite centrifugale – cu relaţiile 
 

( ) ( ) ( )
∫∫∫ ===
D

zx

D

yz

D

xy zxdmJ,yzdmJ,xydmJ        (3.35) 

 

Momentele de inerţie sunt mărimi geometrice ce caracteri-
zează un sistem de puncte materiale sau un domeniu material 
continuu, din punctul de vedere al răspândirii masei sale. Ele 
sunt o măsură a inerţiei unui sistem de puncte materiale sau a 
unui domeniu material continuu în mişcare de rotaţie.  
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Momentele de inerţie planare, axiale şi polare sunt mărimi 
scalare pozitive (în cazuri particulare pot fi şi nule) iar 
momentele de inerţie centrifugale sunt mărimi scalare pozitive, 
negative sau nule. 

 

Unităţile de măsură pentru momentele de inerţie sunt 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 2222 NmsTLFJsaukgmLMJ =⋅⋅==⋅=  

 

3.3.2. Relaţii între momentele de inerţie.  
 

Din relaţiile de definiţie prezentate în paragraful anterior, 
se deduc cu uşurinţă relaţiile de legătură dintre momentele de 
inerţie, după cum urmează 

 

yOzzOxzxOyyOzyzOxxOyx JJJ,JJJ,JJJ +=+=+=  

zOxyOzxOyO JJJJ ++=               (3.36) 

zyxO JJJJ2 ++=  
 

Observaţia 3.6: 
În relaţiile (3.36), numai şase dintre mărimi se consideră 

independente (momentele de inerţie axiale, Jx, Jy, Jz şi 
momentele centrifugale, Jxy, Jyz, Jzx) în funcţie de acestea 
putându-se calcula celelalte momente de inerţie. 

 

În tehnică, în afara momentelor de inerţie mecanice, 
definite anterior, se mai utilizează şi momentele de inerţie 
geometrice. Ele au expresii şi denumiri similare cu cele ale 
momentelor de inerţie mecanice şi se obţin din acestea prin 
înlocuirea elementului de masă, dm, cu elementul de volum, dV, 
de suprafaţă, dA, sau de lungime, dl, al domeniului material 
considerat. 

Dacă se notează cu I momentul de inerţie geometric, atunci 
este evident valabilă relaţia 

 

   IJ ρ=            (3.37) 
 

în care, ρ reprezintă densitatea materialului.  
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Relaţia (3.37) este valabilă pentru domenii materiale continue, 
omogene (realizate din acelaşi material şi având aceeaşi secţiune 
transversală), pentru care densitatea, ρ, este constantă. 
 

 Definiţia 3.3: 
 Se numeşte rază de inerţie sau rază de giraţie, distanţa 
fictivă faţă de un plan, o axă sau un punct la care ar trebui 
plasată întreaga masă - concentrată într-un singur punct – a unui 
sistem de puncte materiale sau a unui domeniu material 
continuu, pentru a obţine aceeaşi valoare a momentului de 
inerţie ca şi aceea dată de întregul sistem de puncte materiale 
sau domeniu material continuu, considerat. 
 

 Notând cu i raza de inerţie şi cu M masa sistemului de 
puncte materiale sau a domeniului material considerat, se poate 
scrie 
 

   2iMJ ⋅=           (3.38) 
 

de unde se obţine 
 

     
M

J
i =           (3. 39) 

 

3.3.3. Variaţia momentelor de inerţie 
 

În cazul unui sistem de puncte materiale sau al unui 
domeniu material continuu, există o infinitate de momente de 
inerţie. În afara relaţiilor de legătură prezentate în paragraful 
anterior, există două tipuri de relaţii de legătură, esenţiale pentru 
calculul oricărui moment de inerţie: 

! relaţii între momentele de inerţie scrise faţă de un 
sistem de referinţă Oxyz şi cele scrise faţă de un sistem de 
referinţă Cx’y’z’ având axele paralele cu primul şi originea în 
centrul de masă al sistemului de puncte materiale sau al 
domeniului material considerat. Aceste relaţii de legătură 
exprimă variaţia momentelor de inerţie faţă de axe paralele; 

! relaţii între momentele de inerţie scrise faţă de un 
sistem de referinţă Cxyz şi cele scrise faţă de un sistem de 
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referinţă Cx’y’z’, având, ca şi primul, originea în centrul de 
masă al sistemului de puncte materiale sau al domeniului 
material considerat, dar axele rotite cu un anumit unghi. Aceste 
relaţii de legătură exprimă variaţia momentelor de inerţie faţă de 
axe concurente. 
 

Variaţia momentelor de inerţie faţă de axe paralele 
 

Fie două axe paralele, ∆ şi ∆1 situate la distanţa d una faţă 
de cealaltă, axa ∆ trecând prin centrul maselor, C, al unui sistem 
de puncte materiale. 

Se alege un sistem de referinţă cartezian, Oxyz, având axa 
∆ ca axă Oz.  

În raport cu acest reper, coordonatele unui punct oarecare 
Mi, de masă mi, care aparţine sistemului de puncte materiale 
ales, sunt xi, yi, zi. 

Prin punctul Mi se construieşte planul paralel cu Oxy care 
întâlneşte axa ∆ în punctul B şi axa ∆1 în punctul A ( dAB = ). 

Momentul de inerţie al sistemului de puncte materiale sau 
al domeniului material continuu considerat faţă de axa ∆1, 
conform Figurii 3.10, este 

 

( ) ( )[ ]∑∑
==

∆ −+−=⋅=
n

1i

2
i

2
ii

n

1i

2
ii byaxmmJ

1
l         (3.40) 

 

Din relaţia (3.40) în care a şi b sunt coordonatele punctului 
în care axa ∆1 înţeapă planul Oxy, se obţine 

 

( )

( )∑∑

∑∑

==

==
∆

++⋅−

−⋅−+=

n

1i
i

22
n

1i
ii

n

1i
ii

n

1i

2
i

2
ii

mbaymb2

xma2yxmJ
1

        (3.41) 

 

În relaţia (3.41) se ţine seama de următoarele observaţii: 
222 dba =+  

Mm
n

1i
i =∑

=

 este masa totală a sistemului de puncte materiale 
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(x i, y i, 0 )

M i (m i)
(x i, y i, z i)

E

D

A

B

O

x

y

z

d

a

b

x i

y i

d

∆∆∆∆ 
∆∆∆∆1 

(a , b , 0 )

C
zi

 
Fig. 3.10. 

( ) ∆
==

=⋅=+ ∑∑ Jdmyxm
n

1i

2
ii

n

1i

2
i

2
ii , în baza relaţiei de definiţie 

0Mxm
n

1i
ii =ξ⋅=⋅∑

=

; 0Mym
n

1i
ii =η⋅=⋅∑

=

 

Deoarece centrul maselor sistemului de puncte materiale 
ales se găseşte pe axa Oz a sistemului de referinţă, el are 
coordonatele C(ξ=0, η=0, ζ). 

Se obţine 
 

2dMJJ
1

⋅+= ∆∆           (3.42) 
 

Relaţia (3.42) reprezintă teorema lui Steiner, şi se enunţă 
astfel: 

Momentul de inerţie calculat în raport cu o axă ∆1 este 
egal cu momentul de inerţie calculat în raport cu o altă axă ∆, 
paralelă cu prima şi care trece prin centrul maselor unui sistem 
de puncte materiale, adunat cu produsul dintre masa totală a 
sistemului şi pătratul distanţei dintre cele două axe. 
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Din teorema lui Steiner decurg următoarele proprietăţi ale 
momentelor de inerţie faţă de axe paralele: 

! dintre toate momentele de inerţie în raport cu axele 
∆1 paralele cu o direcţie, momentul de inerţie în raport cu axa ∆0 
care trece prin centrul de masă al sistemului de puncte materiale, 
este minim; 

! locul geometric al axelor paralele faţă de care 
momentele de inerţie sunt egale, este un cilindru circular a cărui 
axă de simetrie trece prin centrul de masă al sistemului de 
puncte materiale considerat şi este paralelă cu direcţia dată. 

 

Se poate demonstra că teorema lui Steiner este valabilă şi 
pentru momente de inerţie planare, polare sau centrifugale. 

 
Astfel, dacă se consideră un sistem de referinţă Oxyz şi un 

sistem de referinţă Cx’y’z’ având axele paralele cu primul şi 
originea în centrul de masă C(ξ, η, ζ) al sistemului de puncte 
materiale considerat, pentru momentele de inerţie axiale sunt 
valabile relaţiile (3.43) echivalente cu relaţia (3.42) 

 

( )
( )
( )22

z'z

22
y'y

22
x'x

MJJ

MJJ

MJJ

η+ξ+=
ξ+ζ+=
ζ+η+=

          (3.43) 

 

Pentru momentele de inerţie planare se scrie 
 

2
zOx'Cx'z

2
yOz'Cz'y

2
xOy'Cy'x

MJJ

MJJ

MJJ

η⋅+=

ξ⋅+=

ζ⋅+=

          (3.44) 

 

Pentru momentul de inerţie polar se scrie 
 

( )222
OC MJJ ζ+η+ξ+=          (3.45) 

 

Pentru momentele centrifugale se scrie 
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ξ⋅ζ⋅+=

ζ⋅η⋅+=

η⋅ξ⋅+=

MJJ

MJJ

MJJ

zx'x'z

yz'z'y

xy'y'x

          (3.46) 

 

Variaţia momentelor de inerţie faţă de axe concurente 
 

Se consideră un sistem de referinţă Oxyz, în raport cu care 
se cunosc momentele de inerţie axiale, Jx, Jy, Jz, şi momentele 
centrifugale, Jxy, Jyz, Jzx ale unui punct oarecare, Mi, de masă mi, 
aparţinând unui sistem de puncte materiale. Poziţia punctului Mi 
faţă de sistemul de referinţă ales, este definită de coordonatele 
xi, yi, zi,. 

Se poate determina momentul de inerţie în raport cu o axă 
∆ care trece prin O şi are direcţia dată de cosinusurile directoare 

γβα cos,cos,cos . 
 

Conform celor arătate în Figura 3.11, momentul de inerţie 
al sistemului de puncte materiale în raport cu axa ∆ este 

(x i, y i, z i)
(m i)M i

x i

y i

y

x

O

z

∆∆∆∆ 

ri d i

(x i, y i, 0 )E

N i

zi

 
Fig. 3.11. 

 

∑
=

∆ ⋅=
n

1i

2
ii dmJ                               (3.47) 

 

unde iii NMd =  este distanţa de la punctul Mi la axa ∆.  
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Punctul Mi are poziţia definită de vectorul de poziţie  
 

kzjyixr iiii ++= . 
 

Versorul axei ∆ este kcosjcosicosu γ+β+α= .  

Ni este proiecţia punctului Mi pe axa ∆ şi se poate scrie 
 

( )( )
( )2

iii

2222
i

2
i

2
i

2
i

2
i

2
i

coszcosycosx

coscoscoszyxONrd

γ+β+α−

−γ+β+α++=−= !

 

 

deoarece   1coscoscos 222 =γ+β+α  şi 
γ+β+α== coszcosycosxurON iiiii . 

 

După înlocuiri şi gruparea convenabilă a termenilor, 
relaţia (3.47) devine 

 

( ) ( )

( )

∑∑

∑∑

∑∑

==

==

==
∆

βα−αγ−

−γβ−+γ+

++β++α=

n

1i
iii

n

1i
iii

n

1i
iii

n

1i

2
i

2
ii

2

n

1i

2
i

2
ii

2
n

1i

2
i

2
ii

2

yxmcoscos2xzmcoscos2

zymcoscos2yxmcos

xzmcoszymcosJ

(3.48) 

 

Ţinând seama de relaţiile (3.2) şi (3.4), se obţine 
 

βα−αγ−γβ−

−γ+β+α=∆

coscosJ2coscosJ2coscosJ2

cosJcosJcosJJ

xyzxyz

2
z

2
y

2
x

(3.49) 

 

3.3.4. Axe principale de inerţie. Momente de inerţie 
                     principale. Elipsoid de inerţie 

 

Din relaţia (3.49) se vede că momentul de inerţie ∆J  

calculat în raport cu o axă ∆ ce trece prin originea sistemului de 
axe de coordonate, Oxyz, depinde de orientarea axei ∆ în raport 
cu sistemul considerat, dată de cosinusurile directoare.  
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Definiţia 3.5: 
Dintre toate axele care trec prin punctul O, acelea pentru 

care momentul de inerţie ∆J  ia valori extreme – maxime şi 
minime – se numesc axe principale de inerţie relative la punctul 
O, iar momentele de inerţie calculate în raport cu aceste axe se 
numesc momente de inerţie principale relative la punctul O şi se 
notează J1, J2, J3.  
 

Momentele de inerţie principale rezultă din impunerea 
condiţiei de extrem funcţiei ( )γβα∆ coscoscosJ  dată de 
relaţia (3.49). Se arată că, folosind metoda multiplicatorilor 
Lagrange λ, această condiţie se scrie: 

 

0

JJJ

JJJ

JJJ

zzyzx

yzyyx

xzxyx

=
λ−−−

−λ−−
−−λ−

         (3.50) 

Se obţine astfel o ecuaţie de gradul al treilea în λ care are 
întotdeauna rădăcini reale deoarece elementele determinantului 
sunt simetrice faţă de diagonala principală. Rădăcinile 

321 λλλ  ale ecuaţiei (3.50) sunt chiar momentele de inerţie 
principale relative la punctul O, notate 

332211 JJJ λ=λ=λ=                      (3.51) 

Axele 321 ∆∆∆  corespunzătoare acestor momente de 
inerţie sunt axele principale de inerţie relative la punctul O, şi au 
ca parametrii directori, determinanţii 

 

    
zyzx

iyyx

zxiz

uxyz

izzy

xyiy

JJ

JJJ
;

JJJ

JJ
;

JJJ

JJJ

−−
−−

−−
−−

−−
−−

     (3.52) 

 

unde 3,1i =  pentru axele 321 ∆∆∆  respectiv. 

Se demonstrează următoarele proprietăţi ale axelor principale 
de inerţie: 

! axele principale de inerţie formează un triedru 
ortogonal; 
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! momentele centrifugale calculate în raport cu axele 
principale de inerţie sunt nule. 
 

Observaţia 3.7: 
Dacă centrul de masă, C, al sistemului de puncte materiale 

coincide cu originea sistemului de axe de coordonate, Oxyz, 
CO ≡  momentele de inerţie calculate în raport cu axele ce trec 

prin acest punct, se numesc momente de inerţie centrale. 
Momentele calculate în raport cu axele principale de 

inerţie, relative la centrul de greutate se numesc momente de 
inerţie centrale şi principale şi sunt momente de inerţie maxime 
sau minime. 

 

Pentru a obţine o reprezentare geometrică tridimensională 
a modului de variaţie a momentelor de inerţie calculate în raport 
cu axele ce trec prin punctul O, se foloseşte elipsoidul de inerţie 
corespunzător punctului O (Figura 3.12). 

Axele de simetrie 
Ox1y1z1 ale elipsoidului 
de inerţie sunt chiar 
axele principale de 
inerţie relative la punc-
tul O, deoarece faţă de 
aceste axe momentele 
de inerţie sunt extreme. 

Pe axa ∆ care 
trece prin punctul O, se 
consideră punctul P, 
astfel că, măsurând în 

             Fig. 3.12.                           unităţi convenţionale, 

∆

=
J

1
OP            (3.53) 

 

Coordonatele punctului P sunt 
 

∆∆∆

γ=β=α=
J

cos
z,

J

cos
y,

J

cos
x          (3.54) 

O

x

y

z

P

x 1

z 1

∆∆∆∆ 

y 1
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Înlocuind relaţia (3.54) în (3.49), se obţine ecuaţia unui 
elipsoid, numit elipsoid de inerţie 

 

      1zxJ2yzJ2xyJ2zJyJxJ zxyzxy
2

z
2

y
2

x =−−−++       (3.55) 
 

Ecuaţia elipsoidului de inerţie fată de axele sale de 
simetrie este 

 

1zJyJxJ 2
13

2
12

2
11 =++          (3.56) 

 

ceea ce demonstrează faptul că în raport cu axele principale de 
inerţie, momentele centrifugale sunt nule. 

Dacă se notează 
 

2

3

2

2

2

1

c
J

1
b

J

1
,a

J

1 ===          (3.57) 

 

ecuaţia (3.56) se scrie în forma canonică 
 

1
c

z

b

y

a

x
2

2
1

2

2
1

2

2
1 =++          (3.58) 

 

în care a, b, c sunt semiaxele elipsoidului de inerţie. Relaţia 
(3.57) se mai scrie 
 

232221 c

1
J

b

1
J,

a

1
J ===         (3.59) 

 

ceea ce arată că momentele principale de inerţie sunt invers 
proporţionale cu pătratul semiaxelor elipsoidului de inerţie. În 
general, momentul de inerţie, ∆J , calculat în raport cu o axă ∆ 

este invers proporţional cu distanţa OP  determinată de 
elipsoidul de inerţie pe acea axă.  
 

Observaţia 3.8: 
În plan, elipsoidul de inerţie se transformă în elipsă de 

inerţie. 
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3.3.5. Proprietăţile momentelor de inerţie 
 

Dacă există simetrii în modul de repartiţie a masei 
sistemului de puncte materiale sau a domeniului material 
continuu considerat, atunci direcţiile axelor principale de inerţie 
relative la un punct oarecare se pot stabili direct pe baza unor 
proprietăţi rezultate din aceste simetrii. 

1. Dacă există un plan de simetrie în repartiţia masei, atunci 
normala la acest plan, într-un punct oarecare, O, al planului, este 
axă principală de inerţie; 

Dacă se consideră ca plan de simetrie planul Oxy, atunci, 
în mod firesc, oricărei particule elementare de masă, dm, şi cotă 
z, îi corespunde o altă particulă elementară de masă dm şi cotă  
–z, şi deci, 

 

( )

( )
0dmzyJ

0dmzxJ

D

yz

D

xz

=⋅⋅=

=⋅⋅=

∫

∫
          (3.60) 

 

În acest caz, relaţia (3.55) a elipsoidului de inerţie relativ 
la punctul O are expresia dată de relaţia 

 

1xyJ2zJyJxJ xy
2

z
2

y
2

x =−++           (3.61) 
 

care, din punct de vedere geometric, arată că elipsoidul de 
inerţie se roteşte numai în jurul axei Oz şi deci, această axă 
coincide cu una dintre axele principale de inerţie. 

Când O ≡ C, centrul de masă al domeniului material 
considerat, aflat tot în planul de simetrie în repartiţia masei, 
normala Cz la planul de simetrie este chiar axă centrală şi 
principală de inerţie. 

 

2. Dacă există o axă de simetrie în repartiţia masei şi trece 
printr-un punct oarecare, O, atunci această axă este chiar axă 
centrală şi principală de inerţie; 

Dacă se consideră ca axă de simetrie axa Oz, atunci, 
oricărei particule elementare de masă dm şi coordonate (x, y, z),  
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îi corespunde o particulă elementară de masă dm şi coordonate 
(-x, -y, z) şi sunt valabile relaţiile 
 

( )

( )
0dmzyJ

0dmzxJ

D

yz

D

xz

=⋅⋅=

=⋅⋅=

∫

∫
            (3.62) 

 

În acest caz, elipsoidul de inerţie relativ la punctul O are 
expresia dată de relaţia 

1xyJ2zJyJxJ xy
2

z
2

y
2

x =−++             (3.63) 

iar axa Oz este axă principală de inerţie. Deoarece centrul de 
masă se află pe această axă, ea este chiar axă centrală şi 
principală de inerţie. 
 

3. dacă există simetrie de revoluţie în repartiţia masei, atunci 
axa de simetrie de revoluţie şi cu orice pereche de axe 
perpendiculare între ele şi perpendiculare simultan şi pe axa de 
simetrie de revoluţie într-un punct oarecare, O, al ei, sunt axe 
principale de inerţie relative la punctul O. Când O ≡ C, toate 
cele trei axe sunt axe centrale şi principale de inerţie. 
 

3.3.6. Momente de inerţie pentru domenii materiale 
          omogene uzuale 

 

1) Dreptunghi 
 Se consideră un element infinit mic dA dintr-o secţiune 
dreptunghiulară cu laturile b şi h ca în Figura 3.13. 

Analizând secţiunea dreptunghiulară din Figura 3.13.a, 
putem exprima elementul de arie sub forma : 

 

                                            dA = b⋅dz                                 (3.64) 
 

 Momentul de inerţie axial, calculat în raport cu axa Oy, 
este 
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12

hb
dzbzdAzJ

3

A

2

h

2

h

22
y

⋅=⋅⋅=⋅= ∫ ∫
−

             (3.65) 

�����
�����

y

z

O

z

dz

h

b

a)

d A

b)

y

z

O

��
��
��
��
��

ydy

h

b

d A

 
Fig. 3.13. 

Raza de inerţie este, corespunzător relaţiei sale de 
definiţie 

 

32

h

bh
12

bh

A

J
i

3

y
y ===                (3.66) 

 

Analizând secţiunea din Figura 3.13.b, putem exprima 
elementul de arie sub forma : 

 

dA = h⋅dy                             (3.67) 
 

 Momentul de inerţie axial, calculat în raport cu axa Oz, 
este   
 

12

bh
dyhydAyJ

3

A

2

b

2

b

22
z

⋅=⋅⋅=⋅= ∫ ∫
−

             (3.68) 
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Raza de inerţie este, corespunzător relaţiei sale de 
definiţie 

 

32

b

bh
12

hb

A

J
i

3

z
z ===                            (3.69) 

 

2) Cerc 
 

 Se consideră un 
element infinit mic dA 
dintr-o secţiune circulară 
de rază r ca în Figura 
3.14. 

Analizând secţiunea 
din Figura 3.14, putem 
exprima elementul de arie 
sub forma  
 

α⋅⋅= ddrrdA        (3.70) 
 

                      Fig. 3.14.  
 

Momentul de inerţie polar,este 
 

∫ ∫∫
π=α=⋅=

π

A

42

0

2

d

0

32
O 32

d
ddrrdArJ                (3.71) 

 

 Din motive de simetrie, momentele de inerţie axiale sunt 
egale  
 

2

J
JJ O

zy ==                                     (3.72) 

 

 Momentul de inerţie axial este, prin urmare 
 

r

y

z

O

αααα

d d r

dαααα d A
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64

d

2

J
JJ

4
O

zy

⋅π===                        (3.73) 

Raza de inerţie este, corespunzător relaţiei sale de 
definiţie 

 

   
4

d

A

J
ii y

zy ===                 (3.74) 

 

3) Inel circular 
 

����������������������������������������������������������
����������������������������������������������������������
����������������������������������������������������������
����������������������������������������������������������
����������������������������������������������������������
����������������������������������������������������������
����������������������������������������������������������
����������������������������������������������������������
����������������������������������������������������������
����������������������������������������������������������

y

z

O

D d

O

 
Fig. 3.15. 

 

Momentul de inerţie polar 
 

( )44
44

O dD
3232

d

32

D
J −π=π−π=                   (3.75) 

  

 Momentul de inerţie axial  
 

( )44
44

zy dD
6464

d

64

D
JJ −π=π−π==           (3.76) 

 

Raza de inerţie este, corespunzător relaţiei sale de 
definiţie 
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( )
( ) ( )22

22

44

zy dD
4

1

dD

dD
64ii +=

−π

−π

==                 (3.77) 

 

3.3.7. Calculul momentelor de inerţie  
          ale suprafeţelor compuse 

 

 Calculul momentelor de inerţie la pentru un domeniu 
material compus, cuprinde următoarele etape: 

! se descompune domeniul material într-o serie de 
subdomenii simple; 

! se determină poziţia centrului de greutate al 
întregului domeniu material considerat, faţă de un sistem de 
referinţă arbitrar ales; 

! se calculează momentele de inerţie axiale şi 
momentul de inerţie centrifugal în raport cu axele centrale, ale 
tuturor subdomeniilor materiale alese şi care însumate, 
determină momentele de inerţie ale întregului domeniu material 
considerat; 

! se determină poziţia axelor de inerţie principale şi 
valoarea momentelor principale de inerţie.  
 

Pentru exemplificare, se consideră profilul din Figura 
3.16 pentru care se parcurge algoritmul de calcul prezentat 
anterior. 
 

! se alege un sistem de referinţă arbitrar O1x1y1; 
! se calculează poziţia centrului de masă în raport cu 

O1x1y1, corespunzător relaţiilor 
 

mm 42,61
201002010020150

1302010070201001020150

A

yA
y

mm 75
201002010020150

752010075201007520150

A

xA
x

i

ii
C

i

ii
C

=
⋅+⋅+⋅

⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅==

=
⋅+⋅+⋅

⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅==

∑
∑
∑

∑
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20

100

6
1.

4
2

1
00

2
0

2
0

150
75

x
1

y

O
1

1

C

x

y

Fig. 3.16. 
 

! se calculează momentele de inerţie în raport cu axele 
centrale Cx şi Cy: 

 

4
333

y

42
3

2
3

2
3

x

mm 3,7358333
12

10020

12

20100

12

15020
J

mm  13,1931904858,6820100
12

20100

58,810020
12

10020
42,5120150

12

20150
J

=⋅+⋅+⋅=

=⋅⋅+⋅+

+⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅=

 

 

0J xy =  
 

deoarece figura prezintă simetrie, atunci x1 JJ =  şi y2 JJ = . 
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! razele de inerţie se calculează ţinând seama de 
relaţiile de definiţie 

mm 5.52
A

J
i x

x == ;           mm 4.32
A

J
i y

y ==  

 

Observaţia 3.9: 
Calculul momentelor de inerţie în raport cu un sistem de 

axe de coordonate legat de centrul de masă se poate face 
folosind relaţiile de definiţie. 
 

Pentru bare, plăci şi corpuri având forme mai mult sau 
mai puţin regulate şi care se folosesc frecvent în aplicaţiile 
tehnice, relaţiile de calcul sunt date în tabelul 3.3. 
 

Tabelul 3.3. Momente de inerţie 
 

MOMENTUL DE INERŢIE FIGURA ŞI SISTEMUL 
DE COORDONATE 

Axa 
GEOMETRIC MECANIC 

∆2 
3

l3

 
3

l
M

2

 

∆1 
12

l3

 
12

l
M

2

 

∆ α2
3

sin
3

l
 α2

3

sin
3

l
M  

Linia dreaptă 

C

l
d

αααα  

∆∆∆∆3   

∆∆∆∆2   

∆∆∆∆1 

∆∆∆∆  
∆3 ( )22 ldl3d3

3

l ++  





++

3

l
dldM

2
2  

O1x1 3bh
12

1
 2Mh

12

1
 

O1y1 
hb

12

1 3  2Mb
12

1
 

Ox 3bh
3

1
 2Mh

3

1
 

Dreptunghi 

C (O 1 ) x 1

x

y y 1

b
O

h

 
Oy 

hb
3

1 3  2Mb
3

1
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Tabelul 3.3: continuare 
 

MOMENTUL DE INERŢIE FIGURA ŞI SISTEMUL 
DE COORDONATE 

Axa 
GEOMETRIC MECANIC 

Ox 3bh
12

1
 2Mh

6

1
 

Cx1 3bh
36

1
 2Mh

18

1
 

O2x2 3bh
4

1
 2Mh

2

1
 

Triunghi 

x

x 1

x 2

y

O 2

h
C

O

h/3

b 1 b 2

b  

 ( )hbb
12

1 3
2

3
1 +  ( )3

2
3
1 bb

b6

M +  

Ox ( )b3B
12

h3

+  
bB

b3B

6

Mh2

+
+

 

O2x2 ( )bB3
12

h3

+  
bB

bB3

6

Mh2

+
+

 

Cx1 

bB

bBb4B

36

h 223

+
++

 
( )2

222

bB

bBb4B

18

Mh

+
++

 

Trapez isoscel 

y

b

O 2

C

O

B
x

x 1

x 2

h

 Oy 

bB

bB

48

h 44

−
−

 ( )22 bB
24

M +  

O 

2

r4π
 

2

Mr2

 

Ox 
Oy 4

r4π
 

4

Mr 2

 

Cerc 

x

y

O

r

∆∆∆∆ 

 

∆ 4r
4

5 π  2Mr
4

5
 

O ( )44 rR
2

−π
 ( )22 rR

2

M +  
Coroană circulară 

x

y

O r

∆∆∆∆ 

R

 

Ox 
Oy 

( )44 rR
4

−π
 ( )22 rR

4

M +  
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Tabelul 3.3: continuare 
 

MOMENTUL DE INERŢIE FIGURA ŞI SISTEMUL 
DE COORDONATE 

Axa 
GEOMETRIC MECANIC 

Ox 3ab
4

π
 2b

4

M
 

Elipsa 

x

y

O

2a

2b

 

Oy 
ba

4
3π

 2a
4

M
 

Ox ( )α−α 2sin2
8

r4

 






α
α−

2

2sin
1

4

Mr2

 

Sector circular 

x

y

O
αααα 

αααα 

r

 

Oy ( )α+α 2sin2
8

r4

 






α
α+

2

2sin
1

4

Mr2

 

Ox 

)
6

4sin
3

2sin4
2(

8

r4

α+

+α−α

 

( ) 







α−α

α−α−
2sin26

4sin2sin2
1

4

Mr2

 
Segment de cerc 

x

y

O
αααα  

αααα  

r

 Oy 





 α−α

2

4sin
2

8

r4

 
( ) 








α−α

α−α+
2sin22

4sin2sin2
1

4

Mr2

 

Ox ( )22 cb
12

abc +  ( )22 cb
12

M +  

Oy ( )22 ac
12

abc +  ( )22 ac
12

M +  

Paralelipiped 

a

x

y

z

O
(C)

b

c

 

Oz ( )22 ba
12

abc +  ( )22 ba
12

M +  
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Tabelul 3.3: continuare 
 
 

MOMENTUL DE INERŢIE FIGURA ŞI SISTEMUL 
DE COORDONATE 

Axa 
GEOMETRIC MECANIC 

Oz 

2

hr4π
 

2

Mr2

 

Ox 
Oy 
∆ 

( )22
2

hr3
12

hr +π
 ( )22 hr3

12

M +  

Cilindru  

h

x

y

z

r

O (C)

∆∆∆∆1 

∆∆∆∆ 

 

∆1 hr
2

3 4π  2Mr
2

3
 

 
 

Oz 
( )44 rR

2

h −π
 ( )22 rR

2

M +  

( )






++−π

3

h
rR

4

hrR 2
22

22

 
  

 
 

Ox 
Oy 
∆  ( )222 hr3R3

12

M ++  

Cilindru gol 

h

x

y

z

r

O (C)

∆∆∆∆1 

∆∆∆∆ 
R

 

 
 

∆1 
( )4224 rrR2R3

2

h3 −−π

 

( )22 rR3
2

M +  

Oz ( )22 ba
60

abh +  ( )22 ba
20

M +  

∆ 






+

4

h3
b

60

abh 2
2  ( )22 h3b4

80

M +  

Piramidă dreptunghiulară 

∆∆∆∆ b

a

x

y

z

O

C

h

 

Ox ( )22 h2b
60

abh +  ( )22 h2b
20

M +  
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Tabelul 3.3: continuare 
 

MOMENTUL DE INERŢIE FIGURA ŞI SISTEMUL 
DE COORDONATE 

Axa 
GEOMETRIC MECANIC 

Oz 
hr

10
4π

 2Mr
10

3
 

Con circular drept 

∆∆∆∆ 
x

y

z

h

r
O

C

 

∆ 






+π

4

h
rhr

20

2
22  





+

4

h
rM

20

3 2
2  

O 5R
5

4 π  2MR
5

3
 

Oz 
Ox 
Oy 

5R
15

8 π  2MR
5

2
 

Sferă 

∆∆∆∆ 

y

x

z

O

R

 

∆ 5R
15

28 π  2MR
5

7
 

O ( )55 rR
5

4 −π  
33

55

rR

rR
M

5

3

−
−

 
Sferă goală 

y

x

z

O

R

r

 

Oz 
Ox 
Oy 

( )55 rR
15

8 −π
 

33

55

rR

rR
M

5

2

−
−

 

Sector sferic 

r

h

z

O
 

Oz ( )hr3hr
15

2 22 −π
 ( )hr3h

5

M −  

 ( )
( )hr310

h3rh15r20Mh 22

−
+−

 

Segmentul de sferă 

r

h

z

O
 

Oz 

)h3rh15r20(
30

h 22
3

+−π
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Partea a doua 
 

STATICA 
 
 
 

Aşa cum s-a arătat în Capitolul 1, statica este acea parte a 
mecanicii care se ocupă cu studiul sistemelor de forţe care-şi fac 
echilibrul, precum şi cu studiul modalităţilor de reducere a 
acestor sisteme de forţe la sisteme echivalente. 

 
CAPITOLUL 4 
 

 
MĂRIMI ŞI ACŢIUNI MECANICE  

 

4.1. PRINCIPIILE MECANICII 
 

Aşa cum s-a menţionat şi în Capitolul 1, este meritul 
incontestabil al matematicianului, fizicianului şi astronomului 
englez Isaac Newton de a fi expus în mod sistematic, în lucrarea 
sa "Philosophiae Naturalis Principia Mathematica" ("Principiile 
matematice ale filozofiei naturale"), noţiunile şi principiile 
mecanicii clasice – care se constituie azi ca fundament al 
obiectului de studiu al mecanicii newtoniene.  

 

Newton a enunţat legile mecanicii sub următoarea formă: 
 

Legea I: Orice corp îşi păstrează starea de repaus sau de 
mişcare în linie dreaptă dacă nu este constrâns de forţe 
imprimate să-şi schimbe starea. 

 

Legea a II-a: Variaţia mişcării este proporţională cu forţa 
motoare imprimată şi este dirijată după linia dreaptă în lungul 
căreia este imprimată forţa. 
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Legea a III-a: Reacţiunea este întotdeauna contrară şi 
egală cu acţiunea; sau, acţiunile reciproce a două corpuri sunt 
întotdeauna egale şi dirijate în sensuri contrarii. 
 

Evoluţia în timp a ştiinţelor, acumularea sistematică a 
cunoştinţelor în toate domeniile mecanicii, permite azi, 
reformularea legilor mecanicii postulate de Newton, într-o 
accepţiune modernă, conformă celor mai recente descoperiri şi 
realizări ale mecanicii, ca ramură a ştiinţelor naturii, astfel: 

 

Legea I: Există cel puţin un sistem de referinţă în raport 
cu care un punct material îşi păstrează starea de repaus sau de 
mişcare rectilinie şi uniformă, dacă nu este constrâns de forţe 
imprimate să-şi schimbe starea. 

 

Legea a II-a: Derivata în raport cu timpul a impulsului 
unui punct material liber este egală cu forţa imprimată 
punctului material. 

 

Această lege se scrie 
 

( )
Fam

dt

vd
m

dt

vmd ===   (4.1) 

 

în care v  reprezintă vectorul viteză a cărui mărime este 
exprimată în [m/s], a  reprezintă vectorul acceleraţie a cărui 
mărime este exprimată în [m/s2] iar m reprezintă masa punctului 
material exprimată în [kg]. 
 

Legea a III-a: Acţiunile reciproce a două puncte materiale 
libere sunt egale în modul, având ca suport dreapta ce uneşte 
cele două puncte şi sensurile opuse. 

 

Principiul paralelo-
gramului: Un punct material 
liber acţionat simultan de 
două forţe, se mişcă tot aşa 

O

A

B

C

RF1

F2
Fig. 4.1.
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ca şi când asupra lui ar acţiona o singură forţă, având direcţia, 
sensul şi modulul diagonalei paralelogramului care are ca 
laturi cele două forţe. 

 

4.2. MODELELE TEORETICE ALE MECANICII 
 

În mecanică, procesul de studiu al unui fenomen începe 
printr-o serie de ipoteze şi aproximaţii simplificatoare asupra 
structurii, însuşirilor, formei şi dimensiunilor domeniilor 
materiale analizate. 

Pentru simplificarea şi comoditatea studiului, mecanica 
foloseşte un număr de concepte, cunoscute sub numele de 
modele teoretice. Alegerea corectă a unui model trebuie 
dovedită de corespondenţa între rezultatele calculului matematic 
şi rezultatele obţinute experimental. 

 
În mecanică se folosesc ca modele teoretice: 
 

! punctul material, model care se aplică acelor domenii 
materiale ale căror dimensiuni sunt neglijabile în raport cu 
distanţele dintre ele şi a căror formă nu joacă practic nici un rol 
în desfăşurarea mişcării. Acest model are ca elemente 
caracteristice punctul geometric, ca reprezentant al poziţiei 
domeniului material şi masa, ca mărime ce caracterizează inerţia 
domeniului considerat.  
 

! linia materială, model care se aplică acelor domenii 
materiale la care două dintre dimensiuni, lăţimea şi grosimea, 
sunt relativ mici în raport cu lungimea şi nu joacă practic nici un 
rol în desfăşurarea mişcării. Acest model are ca elemente 
caracteristice o linie geometrică care poate fi dreaptă sau curbă, 
ca reprezentant al axei domeniului material şi o masă distribuită 
pe unitatea de lungime ca mărime ce caracterizează inerţia 
domeniului considerat. Liniile materiale pot fi bare dacă opun 
rezistenţă la încovoiere sau fire dacă nu opun rezistenţă la 
încovoiere. 
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! suprafaţa materială, model care se aplică acelor 
domenii materiale la care una dintre dimensiuni, grosimea, este 
relativ mică în raport cu lungimea şi lăţimea şi nu joacă practic 
nici un rol în desfăşurarea mişcării. Acest model are ca elemente 
caracteristice o suprafaţă geometrică, plană sau curbă, ca 
reprezentant al suprafeţei mediane a domeniului material şi o 
masă distribuită pe unitatea de arie ce caracterizează inerţia 
domeniului considerat. Suprafeţele materiale pot fi plăci, dacă 
opun rezistenţă la încovoiere, sau membrane dacă nu opun 
rezistenţă la încovoiere. 
 

! corpul material, model care se aplică domeniilor 
materiale la care cele trei dimensiuni, lungimea, lăţimea şi 
grosimea, au ordine de mărime comparabile. Acest model are ca 
elemente caracteristice volumul geometric şi o masă distribuită 
pe unitatea de volum ca o caracteristică a inerţiei domeniului 
material considerat. Corpurile materiale pot fi deformabile sau 
nedeformabile după cum distanţele dintre punctele care le 
alcătuiesc sunt variabile în timp sau nu. (Corpurile materiale se 
numesc solide rigide dacă rămân nedeformate la acţiunile ce tind 
să le schimbe forma). 

 

! mediul continuu sau continuul material, model în care se 
consideră că întregul spaţiu ocupat de domeniul material este 
umplut cu substanţă, deşi este bine cunoscută structura atomică 
discontinuă a corpurilor. 
 

4.3. LEGĂTURI MECANICE 
 

Definiţia 4.1: 
Se numeşte legătură mecanică a unui sistem mecanic, 

orice restricţie de natură geometrică impusă sistemului 
considerat sau uneia din părţile sale componente. 
 

Clasificarea legăturilor mecanice are la bază dublul aspect 
geometric (referitor la limitarea mobilităţii, la forma zonei de 
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contact în cazul legăturilor prin contact direct) şi fizic (referitor 
la apariţia forţelor de legătură).  
 

Se disting: 
! din punct de vedere geometric: 

" legături interioare sau exterioare; 
" legături unilaterale sau bilaterale; 
" legături discrete sau continue. 

! din punct de vedere fizic: 
" legături lucii sau aspre; 
" legături rigide sau deformabile. 

 

Definiţia 4.2: 
O legătură mecanică se numeşte interioară dacă restricţiile 

de natură geometrică impuse sistemului mecanic considerat, 
limitează numai poziţiile reciproce ale părţilor sale componente 
şi nu poziţiile acestuia luat în ansamblul său. 

 

De exemplu, solidul rigid liber considerat ca un sistem de 
puncte materiale obligate să rămână la distanţe invariabile unul 
de celălalt, este un sistem mecanic cu legături interioare. 

 
Definiţia 4.3: 
O legătură mecanică se numeşte exterioară dacă 

restricţiile de natură geometrică impuse sistemului mecanic 
considerat, limitează poziţiile acestuia în ansamblul său. 

 

Ca exemplu poate fi considerat sistemul alcătuit dintr-un 
număr oarecare de puncte materiale, fiecare dintre ele fiind 
obligat să rămână în contact cu o suprafaţă fixă. 

 

Definiţia 4.4: 
O legătură mecanică se numeşte unilaterală dacă se pot da 

sistemului mecanic considerat anumite deplasări, prin care 
partea legată a acestuia poate părăsi legătura. 
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De exemplu, pentru un corp rezemat pe un plan există 
deplasări care se pot da corpului considerat astfel încât acesta să 
se desprindă de pe plan. 

 

Definiţia 4.5: 
O legătură mecanică se numeşte bilaterală dacă nu se pot 

da sistemului mecanic considerat nici un fel de deplasări, prin 
intermediul cărora partea legată a acestuia să poată părăsi 
legătura. 

 

Ca exemplu poate fi considerată o culisă care se 
deplasează pe o tijă rigidă (nu există nici o deplasare a culisei 
prin care aceasta să se poată desprinde de tijă). 

 

Definiţia 4.6: 
O legătură mecanică prin contact direct se numeşte 

punctuală sau liniară dacă aria suprafeţei de contact între 
sistemul mecanic considerat şi celălalt element al legăturii, tinde 
către zero. 

 

Ca exemplu se poate considera o bilă sau un cilindru 
aşezat pe un plan. 

 

Definiţia 4.7: 
O legătură mecanică prin contact direct se numeşte 

continuă dacă realizează un contact neîntrerupt de-a lungul unei 
suprafeţe sau curbe între sistemul mecanic considerat şi celălalt 
element al legăturii. 
 

Definiţia 4.8: 
O legătură mecanică se numeşte ideală sau lucie dacă 

forţele cu care legătura acţionează asupra sistemului mecanic 
considerat nu au componente tangenţiale (componente situate în 
planul tangent la suprafaţă, când legătura este o rezemare pe o 
suprafaţă sau pe tangenta la curbă, când legătura este o rezemare 
pe o curbă). 
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Această denumire este în corespondenţă cu faptul că cele 
două elemente aflate în contact (sistemul mecanic şi curba sau 
suprafaţa) nu au asperităţi (sunt lucii). 
 

Definiţia 4.9: 
O legătură mecanică se numeşte aspră dacă forţele cu care 

legătura acţionează asupra sistemului mecanic considerat au 
componente tangenţiale ( numite forţe de frecare). 

 

4.4. ECHILIBRU MECANIC.  
       GRADE DE LIBERTATE 
 
Definiţia 4.10: 
Condiţiile de echilibru ale unui sistem mecanic oarecare, 

sunt relaţiile cele mai generale prin care se exprimă faptul că 
acţiunea tuturor forţelor aplicate sistemului considerat nu 
influenţează starea de mişcare rectilinie uniformă sau de repaus 
existentă înainte de aplicarea lor (se mai spune că sistemul de 
forţe aplicate are efect nul asupra sistemului mecanic). 

 

Forţele care acţionează direct asupra sistemului mecanic 
considerat, se numesc forţe active. 

După cum se va vedea în capitolele următoare, legăturile 
mecanice acţionează asupra sistemelor mecanice printr-o serie 
de forţe, numite forţe de legătură sau reacţiuni.  

 

Axioma legăturilor: 
Dacă un sistem mecanic este supus anumitor restricţii de 

natură geometrică (sistem mecanic supus la legături ), acestea se 
înlocuiesc prin elemente mecanice (forţe şi momente) denumite 
elemente mecanice de legătură sau reacţiuni, şi după 
introducerea cărora, sistemul considerat se tratează ca şi cum ar 
fi liber.  

 

Ca exemplu pentru ilustrarea acestei axiome poate fi 
considerat studiul echilibrului unui punct material greu aflat pe o 
masă orizontală. Punctul material este acţionat numai de 



CURS DE MECANICĂ PENTRU INGINERI 
 

 114 

greutatea proprie, dirijată după verticala descendentă. S-ar părea 
că principiul inerţiei este contrazis, căci el afirmă că starea de 
repaus a unui domeniu material nu este posibilă decât dacă 
sistemul de forţe care acţionează punctul este echivalent cu 
sistemul mecanic nul. Contradicţia este însă numai aparentă, 
căci asupra punctului material analizat mai acţionează şi 
reacţiunea masei, egală şi de sens contrar greutăţii punctului, 
care alcătuieşte împreună cu aceasta din urmă un sistem mecanic 
nul. 

 

Sistemele mecanice cu care se lucrează în mecanică, pot fi 
static determinate sau static nedeterminate după cum, cu 
ajutorul ecuaţiilor de echilibru, se pot determina sau nu, toate 
forţele de legătură ca funcţii de forţele exterioare direct aplicate. 

 

Definiţia 4.11: 
Numărul parametrilor scalari independenţi între ei 

(unghiuri sau lungimi) care determină poziţia în spaţiu a unui 
sistem material la un moment dat, poartă numele de grade de 
libertate ale sistemului considerat 

 

De exemplu, un punct material liber în spaţiu are trei grade 
de libertate, deoarece poziţia sa este determinată de trei 
parametri scalari independenţi – coordonatele sale. 

Un continuum material deformabil are o infinitate de 
grade de libertate. 
 

4.5. GENERALITĂŢI PRIVIND  
       ACŢIUNILE MECANICE 
 

Definiţia 4.12: 
Se numeşte acţiune mecanică orice cauză susceptibilă de a 

menţine un corp în stare de repaus, de a genera o mişcare sau de 
a deforma un corp. 

 

Acţiunile mecanice sunt de două categorii: 
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! acţiuni mecanice la distanţă: câmpul gravita-
ţional, câmpul electromagnetic; 

! acţiuni mecanice prin contact: legăturile pe o 
suprafaţă. 

 

Definiţia4.13: 
O forţă este o acţiune mecanică reprezentată printr-un 

vector legat. 
 

Considerăm un sistem mecanic (S) care suportă din partea 
unui domeniu material (D) o acţiune mecanică reprezentată 
printr-un sistem de n forţe, { }iF , cu punctele de aplicaţie Pi 
(Figura 4.2). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Fig. 4.2. 
 

Global, această acţiune se condensează într-un punct O, al 
sistemului mecanic, prin doi vectori: 

∑

∑

=

=

×=

=

n

1i
iiO

n

1i
iO

FOPM

FR

                               (4.2) 
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Definiţia4.14: 
Spunem că acţiunea mecanică a domeniului material (D) 

asupra sistemului mecanic (S) este echivalentă în punctul O, 
numit punct de reducere, cu un torsor. 

( ) 




 ×==τ ∑∑

==

n

1i
ii

n

1i
iOOO FOP,FM,R                         (4.3) 

 

Observaţia 4.1:  
Orice acţiune mecanică fiind caracterizată de un torsor, 

posedă toate proprietăţile acestuia (vezi Capitolul 2). 
 

4.6. SARCINI: DEFINIŢII GENERALE 
 

Din punctul de vedere al domeniului de extindere al unui 
sistem mecanic căruia îi este transmisă acţiunea altui sistem 
mecanic, sarcinile pot fi concentrate (punctuale) sau distribuite 
(continue). 

 

Definiţia 4.15: 
Dacă toate dimensiunile regiunii unui sistem mecanic pe 

care se transmite sarcina sunt foarte mici, şi deci, pot fi neglijate 
în raport cu restul dimensiunilor sale, localizarea sarcinii 
respective este considerată, prin aproximaţie, punctuală şi ea 
este numită sarcină concentrată sau punctuală. 
 

Definiţia 4.16: 
Dacă cel puţin una dintre cele trei dimensiuni ale regiunii 

pe care este transmisă sarcina nu poate fi neglijată, sarcina se 
numeşte distribuită sau continuă ea fiind considerată în acest 
caz ca fiind transmisă în mod neîntrerupt regiunii respective. 

 

Distribuţia de sarcină poate fi liniară, superficială sau 
volumică, după cum dimensiunile care pot fi neglijate sunt două, 
una, respectiv nici una. 

Sarcinile distribuite alcătuiesc un câmp vectorial în 
interiorul domeniului de transmitere a lor. 
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Reprezentarea şi notarea sarcinilor concentrate şi 
distribuite se realizează în modul următor: 

! forţele concentrate se reprezintă prin vectori 
finiţi; 

! cuplurile concentrate se reprezintă prin vectorii 
moment respectivi, care sunt, de asemenea, finiţi; 

! forţele distribuite: forţa infinit mică are valoarea 
ldp , dsp  sau dvp  după cum acţionează asupra elementului de 

lungime dl al liniei L, elementului de arie ds al suprafeţei S sau 
elementului de volum dv al corpului V şi în care p este un 
vector finit (Figura 4.3). 

! cuplurile distribuite: momentul infinit mic are 
valoarea dlm , dsm  sau dvm  după cum acţionează asupra 
elementului de lungime dl al liniei L, elementului de arie ds al 
suprafeţei S sau elementului de volum dv al corpului V şi în care 
m este un vector finit (Figura 4.3). 

d l

L

pd l

ds

pds

����
����
����

�����
��
��

dV

pdV

V
S

Fig. 4.3. 
 

Observaţia 4.2: 
Vectorii p  şi m  sunt funcţii continue pentru punctul în 

jurul căruia s-a separat elementul de lungime, de suprafaţă sau 
de volum. Dacă ei sunt constanţi, adică nu depind de poziţia în 
spaţiu a elementului considerat, sarcinile respective se numesc 
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uniform distribuite sau uniform repartizate.  
Vectorii rezultanţi F  şi M  care acţionează asupra unei 

porţiuni finite de linie, suprafaţă sau volum se obţin prin 
integrare: 

 

∫∫

∫∫

∫∫

==

==

==

VV

AS

LL

;dvmM;dvpF

;dsmM;dspF

;dlmM;dpF l

                     (4.4) 

 

În scrierea ecuaţiilor de echilibru, sarcinile distribuite pot 
fi înlocuite în anumite cazuri prin sarcinile concentrate 
echivalente (sarcini punctuale care au acelaşi efect ca şi sarcina 
distribuită înlocuită) şi care sunt componentele torsorului de 
reducere ale sarcinii distribuite. 

 

În cazul sarcinilor distribuite liniar şi superficial când 
curba, respectiv suprafaţa, sunt o dreaptă, respectiv un plan şi 
intensitatea p  a sarcinii păstrează o direcţie fixă normală pe 
dreaptă sau plan, se obişnuieşte următoarea reprezentare 
sugestivă: se figurează vectorii ldp  sau dsp  cu vârfurile în 
punctele situate pe corpul respectiv; originile acestor vectori se 
dispun atunci după o curbă plană (sau porţiuni de curbe plane), 
respectiv după o suprafaţă oarecare (sau porţiuni de suprafaţă) 
denumite curbă de încărcare sau suprafaţă de încărcare. 

 

În continuare, se prezintă două cazuri particulare de 
încărcări cu sarcini continue: 

 

! forţe coplanare, distribuite liniar 
 

 În Figura 4.4 se consideră linia AB având lungimea 
L. Sarcina care revine unei porţiuni de lungime infinit mică este 

dlp . 
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d l

l

L

pd l

F

ξξξξ  

C

x

y

A B

b

a

                                            Fig. 4.4. 
Sistemul de forţe paralele format, se reduce la o rezultantă 

unică (sarcina concentrată echivalentă) având valoarea 

    ∫=
L

0

dpF l                                 (4.5) 

 

Cum modulul vectorului p  este numeric egal cu ordonata 
liniei de încărcare ab, atunci rezultă 

 

   jyjpp −=−=                                      (4.6) 
 

şi deci, 
 

   jAydjF
L

0

−=−= ∫ l                               (4.7) 
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în care, A reprezintă aria suprafeţei ABab. 
Se poate spune, deci, că modulul sarcinii echivalente este 

egal cu aria suprafeţei de încărcare. 
Poziţia sarcinii echivalente (axa centrală) se determină cu 

relaţia  

   C
C

L

0

L

0 x
A

Ax

pd

xpd

===ξ

∫

∫

l

l

                     (4.8) 

C fiind punctul său de aplicaţie şi reprezentând centrul de masă 
al suprafeţei ABab. 
 

În Figura 4.5 sunt prezentate câteva cazuri particulare de 
sarcini distribuite liniar. 

L/2

L

p L

A B

p

p

2L/3

L

pL/2

A B

p2

p1

(p 1+2p 2)(p 1+p 2)L/3

L

(p 1+p 2)L/2

A B

p

3L/4

L
pL/3

BA

sarcină uniform distribuită sarcină distribuită triunghiular 

sarcină distribuită trapezoidal sarcină distribuită parabolic  
 

Fig. 4.5. 
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! forţe distribuite perpendicular pe  
       suprafeţe plane 

 

În Figura 4.6 se consideră o suprafaţă plană, având aria S. 
Sarcina distribuită care revine porţiunii de suprafaţă infinit mică 
este dsp . 

Sistemul de forţe paralele format, se reduce la o rezultantă 
unică (sarcina concentrată echivalentă) având valoarea 

    ∫=
S

dspF                                 (4.9) 

 

Cum modulul vectorului p  este numeric egal cu cotele 
suprafeţei de încărcare, atunci rezultă 

x

z

y

O

k

j

i

����
ds

V

pds

 
Fig. 4.6. 

 

   kzkpp −=−=                                 (4.10) 
şi deci, 
   kVszdkF

S

−=−= ∫                            (4.11) 

în care, V reprezintă volumul determinat de suprafaţa de 
încărcare. 

Se poate spune, deci, că modulul sarcinii echivalente este 
egal cu volumul determinat de suprafaţa de încărcare. 
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Poziţia sarcinii echivalente (axa centrală) se determină cu 
relaţia  

   C
C

S

S
C

C

S

S y
V

Vy

pds

ypds

;x
V

Vx

pds

xpds

===η===ξ

∫

∫

∫

∫
        (4.12) 

 

C fiind punctul său de aplicaţie şi reprezentând centrul de masă 
al volumului determinat de suprafaţa de încărcare. 
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CAPITOLUL 5 
 

STATICA PUNCTULUI MATERIAL  
 

Aşa cum s-a văzut în capitolele anterioare, mecanica 
utilizează, ca instrumente de lucru, modele schematizate care 
reţin numai caracteristicile esenţiale ale domeniilor materiale pe 
care le descriu şi care le fac proprii pentru calculul matematic. 

Un prim model teoretic, frecvent utilizat, este cel al 
punctului material, M, model care se aplică acelor domenii 
materiale ale căror dimensiuni sunt neglijabile în raport cu 
distanţele dintre ele şi a căror formă nu joacă practic nici un rol 
în desfăşurarea mişcării. Acest model are ca elemente caracte-
ristice punctul geometric, ca reprezentant al poziţiei domeniului 
material şi masa, ca mărime ce caracterizează inerţia domeniului 
considerat.  

Este ştiut faptul că, pentru a defini complet poziţia unui 
punct material, M, trebuie cunoscut numărul gradelor de 
libertate. 

Din punctul de vedere al poziţiei pe care o poate ocupa în 
spaţiu, punctul material este: 

! liber (când poate ocupa orice poziţie în spaţiu); 
! supus la legături (când este obligat să respecte anumite 

restricţii geometrice). 
Dimensiunile punctului material, M, fiind neglijabile, 

forţele care acţionează asupra lui se constituie în sisteme de 
vectori legaţi având dreptele suport concurente în punctul 
material (ceea ce se traduce prin faptul că punctele de aplicaţie 
ale forţelor coincid cu punctul material considerat şi nu pot fi 
schimbate). 

 

Problemele privind statica punctului material liber sunt de 
mai multe categorii, după cum urmează: 

! se consideră cunoscute forţele care acţionează asupra 
punctului material şi se cere să se determine poziţia de echilibru 
a acestuia. Necunoscutele problemei sunt, în acest caz, 
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coordonatele care definesc poziţia punctului material în spaţiu, 
date în raport cu diferite sisteme de referinţă (de exemplu, 
coordonatele x, y, z în raport cu sistemul cartezian triortogonal). 

! se consideră cunoscută poziţia de echilibru a punctului 
material şi se cere să se determine forţele care trebuie să 
acţioneze asupra acestuia pentru ca poziţia de echilibru să nu se 
modifice. Necunoscutele problemei sunt, în acest caz, mărimile 
şi direcţiile forţelor.  
 

Observaţia 5.1: 
Problemele din această categorie prezintă, în general, 

nedeterminări pentru a căror înlăturare este necesară precizarea 
anumitor condiţii pe care trebuie să le îndeplinească forţele. 

 

! se cunosc unele din caracteristicile forţelor care 
acţionează asupra punctului material şi ale poziţiei de echilibru a 
acestuia şi se cere să se determine celelalte caracteristici. 

 

5.1. STATICA PUNCTULUI MATERIAL LIBER 
 

Definiţia 5.1: 
Se numeşte punct material liber, punctul care, sub 

acţiunea unui sistem de forţe, poate ocupa orice poziţie în 
spaţiu. 

 

Un punct material liber în spaţiu, are trei grade de 
libertate. 

Poziţia unui punct 
material liber este complet 
definită cu ajutorul a trei 
parametri scalari indepen-
denţi, care sunt cele trei 
coordonate ale punctului 
material în spaţiu, date în 
raport cu diferite sisteme de 
coordonate (de exemplu,  

          Fig. 5.1. 

x

y

z

M (x,y,z)

x
y
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coordonatele x, y, z în raport cu sistemul cartezian triortogonal, 
Figura 5.1). 

Dacă se consideră un punct material, M, asupra căruia 
acţionează un sistem de forţe concurente se poate observa că, în 
conformitate cu principiul paralelogramului, acest sistem de 
forţe poate fi înlocuit cu o rezultantă unică. Mai mult, 
corespunzător principiului inerţiei, un punct material liber este 
în echilibru (îşi păstrează nemodificată starea de repaus sau de 
mişcare rectilinie uniformă) dacă asupra lui nu acţionează nici o 
forţă care să-l scoată din această stare. 

Rezultă condiţia necesară şi suficientă pentru ca un punct 
material liber să fie în echilibru sub acţiunea unui sistem de 
forţe concurente: rezultanta sistemului de forţe să fie nulă. 

Condiţia de echilibru se scrie sub forma unei ecuaţii 
vectoriale 

 

  0FR
n

1i
i == ∑

=

    (5.1) 

 

care este echivalentă cu sistemul de trei ecuaţii scalare 
 

        ∑∑∑
===

======
n

1i
ziz

n

1i
yiy

n

1i
xix 0FR;0FR;0FR    (5.2) 

 

Condiţia grafică necesară şi suficientă pentru ca un punct 
material să fie în echilibru sub acţiunea unui sistem de forţe 
concurente este ca poligonul forţelor să fie un poligon închis. 

 

5.2. STATICA PUNCTULUI MATERIAL  
      SUPUS LA LEGĂTURI 

 

5.2.1.  Legăturile punctului material 
 

Definiţia 5.2: 
Se numeşte punct material supus la legături, punctul care, 

sub acţiunea unui sistem de forţe, este obligat să ocupe anumite 
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 poziţii în spaţiu. 
 

Există mai multe posibilităţi de restrângere a numărului 
poziţiilor pe care 
un punct material 
le poate ocupa în 
spaţiu, dar o 
importanţă deose-
bită o prezintă, 
pentru aplicaţiile 
tehnice, acelea care 
impun punctului 
material obligaţia 
de a nu părăsi o 
suprafaţă fixă, o curbă fixă sau un punct fix (Figura 5.2). 
 

Evident, punctul material supus la legături are un număr 
mai mic de grade de libertate, ca urmare a introducerii 
restricţiilor geometrice. 

Un punct material obligat să rămână pe o suprafaţă 
materială, plană sau curbă, are două grade de libertate, poziţia sa 
fiind complet definită cu ajutorul a doi parametri scalari 
independenţi, care sunt cele două coordonate curbilinii ale 
punctului material pe suprafaţa considerată, date în raport cu 
diferite sisteme de coordonate. 

Un punct material obligat să rămână pe o curbă materială, 
plană sau curbă, are un grad de libertate, poziţia sa fiind complet 
definită cu ajutorul unui parametru scalar independent, care este 
coordonata punctului material pe curba considerată, dată în 
raport cu diferite sisteme de coordonate. 

Un punct material obligat să rămână într-un punct fix în 
spaţiu, nu are nici un grad de libertate. 

 

Se consideră un punct material M aflat pe o suprafaţă [S] 
şi acţionat de forţe a căror rezultantă este R  (Figura 5.3). Ca 
urmare a existenţei legăturilor care se exercită asupra punctului 

������
������
����������������������

����������������
��������
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a) b) c)

d)
e)

Fig. 5.2.
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material, obligându-l să rămână pe suprafaţa [S], nu mai este 
valabilă aceeaşi condiţie de echilibru ca în cazul punctului 
material liber.  

 

Pentru a rezolva 
problema echilibrului 
punctului material supus 
la legături, este necesar 
să se ţină seama de 
axioma legăturilor care 
postulează că orice legă-
tură poate fi suprimată 
şi înlocuită cu elemente 
corespunzătoare (forţe şi 
momente) şi care con-
servă efectul mecanic 
manifestat asupra punc-
tului material. În cazul punctului material considerat, legătura se 
înlocuieşte cu reacţiunea 'R . 

 

Rezultă condiţia necesară şi suficientă pentru ca un punct 
material supus la legături să fie în echilibru sub acţiunea unui 
sistem de forţe concurente: rezultanta sistemului de forţe 
aplicate şi a forţei de legătură să fie nulă. 

 

Condiţia de echilibru se scrie sub forma unei ecuaţii 
vectoriale 

 

  0'RR =+     (5.3) 
 

care este echivalentă cu sistemul de trei ecuaţii scalare 
 

 0RR;0RR;0RR '
zz

'
yy

'
xx =++=+   (5.4) 

 

Condiţia grafică necesară şi suficientă pentru ca un punct 
material supus la legături să fie în echilibru sub acţiunea unui 

Fig. 5.3.
R
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sistem de forţe concurente este ca rezultanta sistemului de forţe 
aplicate, R , şi forţa de legătură, 'R , să fie egale în modul şi să 
aibă sensuri opuse. 

 

5.2.2. Echilibrul punctului material supus la  
          legături fără frecare 

 

5.2.2.1. Punct material rezemat pe o suprafaţă lucie 
 

În Figura 5.3 s-a considerat un punct material, M, rezemat 
pe suprafaţa [S], şi acţionat de forţe exterioare a căror rezultantă 
este R . Ca urmare a existenţei legăturii care obligă punctul 
material să rămână pe suprafaţa [S] considerată lucie, fixă şi 
nedeformabilă, a fost introdusă – în baza axiomei legăturilor – 
reacţiunea 'R , egală în modul şi opusă ca sens rezultantei R . 

Rezultanta R  se descompune în componenta normală NR  

dirijată după direcţia normalei, n, la suprafaţa [S] în punctul M, 
şi în componenta tangenţială TR  dirijată după dreapta ∆ care 
rezultă din intersecţia planului [P], tangent la suprafaţa [S] în 
punctul M, cu planul determinat de normala n şi rezultanta R . 

În mod corespunzător, reacţiunea 'R  se descompune, după 
aceleaşi direcţii, în reacţiunea normală N  şi, respectiv, în forţa 
de frecare T .  

Având în vedere că punctul material M rămâne pe 
suprafaţa [S], se poate spune că acţiunea rezultantei normale 

NR , care tinde să îndepărteze punctul material de pe suprafaţa 
[S], este anulată de reacţiunea normală N , deci cele două forţe 
sunt egale în modul şi de sensuri opuse. Pe de altă parte, 
suprafaţa [S] fiind considerată lucie, fără frecare, reacţiunea 
tangenţială T , nu poate să apară şi deci, punctul material M este 
supus numai acţiunii rezultantei tangenţiale TR . Pentru 
asigurarea echilibrului punctului material pe suprafaţa 
considerată, trebuie îndeplinită condiţia 0R T = . 
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Analizând cele prezentate anterior, se poate spune că, 
pentru ca un punct material să rămână în echilibru pe o suprafaţă 
lucie, este necesar ca rezultanta, R , a forţelor date să fie dirijată 
după direcţia normalei, n, la suprafaţa de sprijin. 

În cazul punctului material rezemat fără frecare pe o 
suprafaţă [S] condiţia de echilibru dată de relaţia (5.3) se scrie 

 

0NR =+     (5.5) 
 

care este echivalentă cu sistemul de trei ecuaţii scalare 
 

0NR;0NR;0NR zzyyxx =+=+=+  (5.6) 
 

Dacă se ţine seama de faptul că suprafaţa [S] poate fi 
exprimată prin ecuaţia carteziană implicită ( ) 0z,y,xf = , atunci 
relaţiile (5.5) şi (5.6) se scriu 

 

0k
z

f
j

y

f
i

x

f
R =





∂
∂+

∂
∂+

∂
∂λ+   (5.7) 

respectiv 

0
z

f
R

0
y

f
R

0
x

f
R

z

y

x

=
∂
∂λ+

=
∂
∂λ+

=
∂
∂λ+

   (5.8) 

 

Dacă, pe lângă relaţiile (5.8) se cunoaşte şi ecuaţia 
suprafeţei, ( ) 0z,y,xf = , se pot determina necunoscutele, z,y,x  

şi λ, dintre care, primele trei definesc poziţia de echilibru a 
punctului pe suprafaţă, iar λ determină valoarea şi sensul 
reacţiunii normale N . 
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Observaţia 5.2: 
Se aminteşte că reacţiunea normală a unei suprafeţe dată 

prin ecuaţia ( ) 0z,y,xf =  se poate exprima prin relaţia 







∂
∂+

∂
∂+

∂
∂λ=∇λ= k

z

f
j

y

f
i

x

f
fN  unde λ este un parametru 

scalar, iar fgradf =∇  este vectorul care defineşte direcţia 
normalei n la suprafaţa [S] dată. 

 

5.2.2.2. Punct material rezemat pe o curbă lucie 
 

În Figura 5.4. s-a considerat un punct material, M, rezemat 
pe curba [C], şi acţionat de forţe a căror rezultantă este R . Ca 
urmare a existenţei legăturii care obligă punctul material să 
rămână pe curba [C] considerată lucie, fixă şi nedeformabilă, a 
fost introdusă – în baza axiomei legăturilor – reacţiunea 'R , 
egală în modul şi opusă ca sens rezultantei R . 

Rezultanta R  se descompune în componenta normală NR  

dirijată după direcţia normalei, n, care rezultă din intersecţia 
planului [P], normal la curba [C] în punctul M cu planul 

determinat de 
tangenta în M la 
curbă şi rezultanta 
R  şi în compo-
nenta tangenţială 

TR  dirijată după 
dreapta ∆ tangentă 
la curbă în punctul 
M. 
În mod corespun-
zător, reacţiunea 

'R  se descompune, 
după aceleaşi 
direcţii, Fig. 5.4.
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 în reacţiunea normală N  şi, respectiv, în forţa de frecare T .  
Având în vedere că punctul material M rămâne pe curba 

[C], se poate spune că acţiunea rezultantei normale NR , care 

tinde să îndepărteze punctul material de pe curbă, este anulată de 
reacţiunea normală N , deci cele două forţe sunt egale în modul 
şi de sensuri opuse. Pe de altă parte, curba [C] fiind considerată 
lucie, fără frecare, reacţiunea tangenţială T , nu poate să apară şi 
deci, punctul material M este supus numai acţiunii rezultantei 
tangenţiale TR . Pentru asigurarea echilibrului punctului 
material pe curba considerată, trebuie îndeplinită condiţia 

0R T = . 
Analizând cele prezentate anterior, se poate spune că, 

pentru ca un punct material să rămână în echilibru pe o curbă 
lucie, este necesar ca rezultanta, R , a forţelor date să fie dirijată 
după direcţia normalei, n, la curbă, în punctul de sprijin. 

În cazul punctului material rezemat fără frecare pe o curbă 
[C], condiţia de echilibru dată de relaţia (5.3) se scrie 

 

0NR =+     (5.9) 
 

care este echivalentă cu sistemul de trei ecuaţii scalare 
 

0NR;0NR;0NR zzyyxx =+=+=+           (5.10) 
 

Dacă se ţine seama de consideraţia potrivit căreia curba 
[C] poate fi exprimată prin ecuaţiile carteziene implicite 

( ) 0z,y,xf1 =  şi ( ) 0z,y,xf2 = , atunci relaţiile (5.9) şi (5.10) se 
scriu 
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respectiv 
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            (5.12) 

 

Dacă, pe lângă relaţiile (5.8) se cunosc şi ecuaţiile curbei, 
( ) 0z,y,xf1 =  şi ( ) 0z,y,xf2 = , se pot determina necunoscutele, 

z,y,x  şi λ1, λ2, dintre care, primele trei definesc poziţia de 
echilibru a punctului pe curbă iar λ1, λ2, determină valoarea şi 
sensul reacţiunii normale N . 
 

5.2.2.3. Punct material fixat într-un punct 
 

Un punct material care nu poate părăsi un anumit punct fix 
din spaţiu rămâne în echilibru oricare ar fi forţele care-l 
acţionează, reacţiunea 'R  fiind egală în modul şi de sens opus 
rezultantei sistemului de forţe date, R . 

Condiţia de echilibru se scrie sub forma unei ecuaţii 
vectoriale 

 

  0'RR =+                         (5.13) 
 

care este echivalentă cu sistemul de trei ecuaţii scalare 
 

 0RR;0RR;0RR '
zz

'
yy

'
xx =++=+               (5.14) 

 

5.2.3. Echilibrul punctului material supus la  
          legături cu frecare 

 

5.2.3.1. Forţa de frecare de alunecare.  
               Legile lui Coulomb 

 

Repetate experimente, desfăşurate în diferite situaţii, arată 
că în cazul unui punct material obligat să rămână pe o curbă sau 
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o suprafaţă aspră (cu rugozitate), reacţiunea 'R  are două 
componente (vezi Figura 5.5): reacţiunea normală N , dirijată 
după direcţia normalei la suprafaţa sau curba considerată şi 
reacţiunea tangenţială T , numită forţă de frecare şi dirijată 
după direcţia tangentei la suprafaţa sau curba considerată, în 
sens invers tendinţei de deplasare, aplicată în punctul de sprijin 
al punctului material pe acestea. 

Forţa de frecare poate fi pusă în evidenţă de următoarea 
experienţă (Figura 5.5). 

N

G

N

G

�
�

R'

F

αααα

T

a) b)

 
Fig. 5.5. 

 

Se consideră un corp material de dimensiuni neglijabile, 
deci echivalent unui punct material, aşezat pe o suprafaţă 
orizontală aspră şi acţionat de greutatea proprie, G .  

Cât timp punctul material rămâne în repaus pe suprafaţa 
considerată, forţa de legătură este reprezentată prin reacţiunea 
normală N  (Figura 5.5.a).  

Asupra punctului material se acţionează cu o forţă 
orizontală F  a cărei mărime poate fi variată continuu prin 
intermediul unui tribometru. Pe măsură ce experimentul se 
desfăşoară, se constată că, până la o anumită valoare a mărimii 
forţei F , numită valoare de echilibru şi notată eF , punctul 

material nu se pune în mişcare. Aceasta demonstrează că pe 
suprafaţa de contact apare o forţă T , de sens contrar tendinţei 
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fireşti de deplasare a punctului material şi care echilibrează 
acţiunea forţei de tracţiune F . Cu alte cuvinte, în această 
situaţie, reacţiunea nu mai este normală la suprafaţa de contact, 
ci este înclinată cu un anumit unghi, γ, în raport cu direcţia 
normalei.  

Ca atare, reacţiunea 'R are două componente: 
! reacţiunea normală N , dirijată după direcţia normalei 

la suprafaţa orizontală considerată; 
! reacţiunea tangenţială T , numită forţă de frecare de 

alunecare şi caracterizată ca vector, astfel: 
•  mărimea este dată de relaţia 

 

α⋅≤ tgNT                                       (5.15) 

în care maxγ=α  reprezintă valoarea maximă a unghiului de 
înclinare, γ; 

•  direcţia corespunde tendinţei fireşti de 
deplasare a punctului material (în planul tangent la suprafaţă în 
punctul de contact); 

•  sensul este invers sensului deplasării; 
•  punctul de aplicaţie este situat în punctul 

de contact al punctului material cu suprafaţa. 
 

Cercetările experimentale efectuate de fizicianul francez 
Coulomb, au pus în evidenţă caracteristicile frecării şi au condus 
la formularea legilor frecării de alunecare, cunoscute sub 
numele de legile lui Coulomb: 

 

1. Forţa de frecare de alunecare este direct proporţi-
onală cu reacţiunea normală 

 

NT µ≤                                  (5.16) 
 

În relaţia (5.16), coeficientul de proporţionalitate, µ, se 
numeşte coeficient de frecare de alunecare.  
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El este o mărime adimensională care depinde de natura şi 
de starea suprafeţelor aflate în contact, aşa cum se ilustrează în 
Tabelul 5.1. 

 

Tabelul 5.1. Valorile coeficientului de frecare de alunecare 
coeficient de frecare 

frecare statică frecare de alunecare 
material 

uscată umedă uscată umedă 
Oţel dur pe oţel 
dur 

0,78 0,23 (b) 
0,11 (d) 

0,42 0,081 (c) 
0,084 (d) 

Oţel dur pe 
grafit 

0,21 0,09 (a) - - 

Oţel dur pe 
babbit 

0,42 0,17 (b) 
0,09 (d) 

0,35 0,14 (b) 
0,065 (c) 
0,07 (d) 

Cupru pe oţel 
netratat 

0,53 - 0,36 - 

Aluminiu pe 
aluminiu 

2,05 - 1,4 - 

Fontă pe fontă 1,10 - 0,15 0,07 (d) 
Oţel netratat pe 
fontă 

- 0,183 (c) 0,23 0,133 (e) 

Lemn pe lemn 
(paralel cu fibra) 

0,62 - 0,48 0,164 (g) 
0,067 (h) 

Fontă pe lemn - - 0,49 0,075 (f) 
 
(a) acid oleic; (b) ulei mineral uşor; (c) untdelemn;  
(d) valvolină; (e) ulei mineral mediu; (f) ulei de măsline; 
(g) săpun uscat; (h) unsoare. 
 
 

 

Observaţia 5.3: 
În conformitate cu prima lege formulată de Coulomb, forţa 

de frecare de alunecare este diferită în cele două cazuri 
prezentate în Figura 5.6, fiind mai mare în cazul corpurilor 
suprapuse. 
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Fig. 5.6. 
2. Forţa de frecare de alunecare depinde de natura şi 

starea suprafeţelor în contact. 
 

3. Forţa de frecare de alunecare nu depinde de viteza 
relativă de deplasare a celor două corpuri în contact şi nici 
de mărimea suprafeţei de contact. 

 

Observaţia 5.4: 
În conformitate cu a treia lege formulată de Coulomb, 

forţa de frecare de alunecare este aceeaşi, indiferent de modul în 
care este aşezat un corp material pe o suprafaţă aspră (pe 
suprafaţa de dimensiune mai mare sau pe cea mai mică) aşa cum 
se ilustrează în Figura 5.7. 

N

G

T
F

N

G

T
F

a) b)
 

Fig. 5.7. 
Ceea ce diferă de la un mod de aşezare la altul, este 

presiunea specifică, adică raportul dintre greutatea corpului 
material şi aria suprafeţei de aşezare. 
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Analizând relaţiile (5.15) şi (5.16) la egalitate, deci pentru 
cazul în care se realizează unghiul maxim de înclinare, α, se 
obţine 

 

µ==α
N

T
tg                                     (5.17) 

 

ceea ce exprimă faptul că unghiul maxim de înclinare al 
reacţiunii 'R  faţă de normala la suprafaţa de aşezare în punctul 
de contact, este acel unghi a cărui tangentă este egală cu 
coeficientul de frecare şi se numeşte unghi de frecare. 

Situaţia pentru care forţa de frecare atinge valoarea sa 
maximă şi care corespunde unghiului de frecare α, se numeşte 
echilibru la limita de alunecare, în timp ce pentru o mărime a 
forţei de frecare determinată de valori ale unghiului de înclinare 
al reacţiunii 'R cuprinse în intervalul (0, α), se vorbeşte despre 
echilibru sub limita de alunecare. 

Cercetările ulterioare, care au dezvoltat experimentele lui 
Coulomb, au arătat că legile frecării stabilite de acesta sunt 
aproximative şi nu sunt verificate de practică în anumite situaţii, 
el explicând apariţia forţei de frecare de alunecare prin existenţa 
la suprafaţa corpurilor în contact a unor asperităţi care se 
întrepătrund şi care sunt deteriorate de acţiunea forţei de frecare, 
atunci când unul din corpuri se pune în mişcare.  

Astfel: 
a) coeficientul de frecare de alunecare scade cu creşterea 

vitezei de deplasare; 
b) variaţia forţei de frecare de alunecare nu mai este 

liniară în raport cu reacţiunea normală N  pentru valori mari ale 
acesteia din urmă (s-a dovedit experimental că, la asemenea 
valori, coeficientul de frecare nu mai este constant, ci variază 
lent cu creşterea reacţiunii normale N ); 

c) mărimea forţei de frecare de alunecare creşte dacă 
scade rugozitatea suprafeţelor aflate în contact, deoarece cresc 
forţele de coeziune intermoleculară (influenţa forţelor de 
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coeziune intermoleculară se manifestă dacă distanţa dintre 
suprafeţele de contact este sub 10-6 mm); 

d) mărimea forţei de frecare de alunecare scade dacă între 
suprafeţele aflate în contact se introduce lubrifiant. 

 
O scurtă analiză a valorilor coeficienţilor de frecare 

prezentate în Tabelul 5.1. ilustrează toate aceste observaţii 
impuse de practica exploatării corpurilor materiale aflate în 
contact şi în mişcare relativă unele în raport cu altele.  

 

5.2.3.2. Punct material rezemat pe o suprafaţă aspră 
 

În Figura 5.3 s-a considerat un punct material, M, rezemat 
pe suprafaţa [S], şi acţionat de forţe a căror rezultantă este R . 
Ca urmare a existenţei legăturii care obligă punctul material să 
rămână pe suprafaţa [S] considerată aspră, fixă şi nedeformabilă, 
a fost introdusă – în baza axiomei legăturilor – reacţiunea 'R , 
egală în modul şi opusă ca sens rezultantei R . 

Rezultanta R  se descompune în componenta normală NR  

dirijată după direcţia normalei, n, la suprafaţa [S] în punctul M, 
şi în componenta tangenţială TR  dirijată după dreapta ∆ care 
rezultă din intersecţia planului [P], tangent la suprafaţa [S] în 
punctul M, cu planul determinat de normala n şi rezultanta R . 

În mod corespunzător, reacţiunea 'R  se descompune, după 
aceleaşi direcţii, în reacţiunea normală N  şi, respectiv, în forţa 
de frecare T . 

Având în vedere că punctul material M rămâne pe 
suprafaţa [S], se poate spune că acţiunea rezultantei normale 

NR , care tinde să îndepărteze punctul material de pe suprafaţa 
[S], este anulată de reacţiunea normală N , deci cele două forţe 
sunt egale în modul şi de sensuri opuse. Pe de altă parte, 
suprafaţa [S] fiind considerată aspră, cu frecare, reacţiunea 
tangenţială T , îşi manifestă acţiunea şi deci, punctul material M 
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este supus atât acţiunii rezultantei tangenţiale TR  cât şi acţiunii 
forţei de frecare T . Pentru asigurarea echilibrului punctului 
material pe suprafaţa considerată, trebuie îndeplinită condiţia 

0TR T =+ . 
În cazul punctului material rezemat cu frecare pe o 

suprafaţă [S] condiţia de echilibru dată de relaţia (5.3) se scrie 
 

0TNR =++              (5.18) 
 

care este echivalentă cu sistemul de trei ecuaţii scalare 
 

0TNR

;0TNR

;0TNR

zzz

yyy

xxx

=++

=++
=++

                 (5.19) 

 

În cazul suprafeţelor aspre, trebuie să se ţină seama de 
restricţia NT µ≤  impusă de prima dintre legile formulate de 
Coulomb. 

Analizând Figura 5.8, se poate interpreta aspectul 
geometric al frecării de alunecare a unui punct material pe o 
suprafaţă aspră. 

Pentru ca punctul material să se găsească în echilibru pe 
suprafaţa aspră considerată, este necesar şi suficient ca unghiul 
de înclinare al reacţiunii 'R  faţă de normala la suprafaţa de 
aşezare în punctul de contact, γ, să fie mai mic sau cel mult egal 
cu unghiul de frecare, α 

 

α≤γ                         (5.20) 
 

Semnul „mai mic” corespunde echilibrului punctului 
material sub limita de alunecare, iar semnul „egal” corespunde 
echilibrului punctului material la limita de alunecare. 

Se poate conchide că, un punct material se află în echilibru 
pe o suprafaţă aspră, dacă şi numai dacă reacţiunea 'R  
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Con de frecare

Fig. 5.8.

R'

N

T
M

[P]

[S]

n

∆∆∆∆

αααα  

γγγγ  

 
are dreapta suport conţinută în interiorul unui con având vârful 
în punctul material, axa identică cu direcţia normalei la 
suprafaţă în punctul material considerat şi valoarea unghiului la 
vârf egală cu dublul valorii unghiului de frecare. Acest con, 
poartă numele de con de frecare. 
 

Observaţia 5.5: 
În cazul rezemării punctului material pe o suprafaţă aspră, 

[S], acesta are multiple posibilităţi de deplasare în planul [P] 
tangent la suprafaţa considerată. Acest fapt face ca forţa de 
frecare T  să introducă, în general, două necunoscute în 
problemele de echilibru (mărimea şi direcţia sa în planul 
tangent). Tot ca necunoscute apar cei doi parametri care dau 
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poziţia punctului material pe suprafaţă şi mărimea reacţiunii 
normale, N . Având în vedere ecuaţiile de echilibru, la care se 
ataşează condiţia ca punctul material să nu părăsească legătura şi 
relaţia suplimentară introdusă de prima lege formulată de 
Coulomb, se poate spune că problemele de echilibru ale 
punctului material pe o suprafaţă aspră sunt, în general, 
nedeterminate, fiind posibilă o dublă infinitate de soluţii. Pentru 
ridicarea acestei nedeterminări, în problemele practice se impun 
rezultantei R  a forţelor date care acţionează asupra punctului 
material, condiţii suplimentare şi se studiază echilibrul punctului 
material la limită ( NT µ= ). Din soluţia astfel găsită, se deduc 
apoi, soluţiile corespunzătoare echilibrului sub limita de 
alunecare ( NT µ< ). 

 

5.2.3.3. Punct material rezemat pe o curbă aspră 
 

În Figura 5.4. s-a considerat un punct material, M, rezemat pe 
curba [C], şi acţionat de forţe date, a căror rezultantă este R . Ca 
urmare a existenţei legăturii care obligă punctul material să 
rămână pe curba [C] considerată aspră, fixă şi nedeformabilă, a 
fost introdusă – în baza axiomei legăturilor - reacţiunea 'R , 
egală în modul şi opusă ca sens rezultantei R . 

Rezultanta R  se descompune în componenta normală NR  

dirijată după direcţia normalei, n, care rezultă din intersecţia 
planului [P], normal la curba [C] în punctul M cu planul 
determinat de tangenta în M la curbă şi rezultanta R  şi în 
componenta tangenţială TR  dirijată după dreapta ∆ tangentă la 
curbă în punctul M. 

În mod corespunzător, reacţiunea 'R  se descompune, după 
aceleaşi direcţii, în reacţiunea normală N  şi, respectiv, în forţa 
de frecare T .  

Având în vedere că punctul material M rămâne pe curba 
[C], se poate spune că acţiunea rezultantei normale NR , care 
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tinde să îndepărteze punctul material de pe curbă, este anulată de 
reacţiunea normală N , deci cele două forţe sunt egale în modul 
şi de sensuri opuse. Pe de altă parte, curba [C] fiind considerată 
aspră, cu frecare, reacţiunea tangenţială T , îşi manifestă 
acţiunea şi deci, punctul material M este supus atât acţiunii 
rezultantei tangenţiale TR  cât şi acţiunii forţei de frecare, T . 

Pentru asigurarea echilibrului punctului material pe curba 
considerată, trebuie îndeplinită condiţia 0TR T =+ . 

În cazul punctului material rezemat cu frecare pe o curbă 
[C], condiţia de echilibru dată de relaţia (5.3) se scrie 

 

0TNR =++              (5.21) 
 

care este echivalentă cu trei ecuaţii scalare 
 

0TNR

;0TNR

;0TNR

zzz

yyy

xxx

=++

=++
=++

                (5.22) 

 

În cazul curbelor aspre, trebuie să se ţină seama de 
restricţia NT µ≤  impusă de prima dintre legile formulate de 
Coulomb. 

Analizând Figura 5.9, se poate interpreta aspectul 
geometric al frecării de alunecare a unui punct material pe o 
curbă aspră. 

Pentru ca punctul material să se găsească în echilibru pe 
curba aspră considerată, este necesar şi suficient ca unghiul de 
înclinare al reacţiunii 'R  faţă de tangenta la curbă în punctul de 
contact, γ, să fie mai mare sau cel puţin egal cu α−π 2/ , α 
reprezentând valoarea unghiului de frecare 

 

α−π≥γ 2/                                       (5.23) 
 

Semnul „mai mare” corespunde echilibrului punctului 
material sub limita de alunecare, iar semnul „egal” corespunde 
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 echilibrului punctului material la limita de alunecare. 

∆∆∆∆

n

R'

N

T

[P]

[C]γγγγ  

α−π 2/

Con de frecare

Fig. 5.9. 
 

Se poate conchide că, un punct material se află în echilibru 
pe o curbă aspră, dacă şi numai dacă reacţiunea 'R  are dreapta 
suport situată în afara unui con având vârful în punctul material, 
axa identică cu direcţia tangentei la curbă în punctul material 
considerat şi valoarea unghiului la vârf egală cu dublul valorii 

α−π 2/ . Acest con, poartă numele de con de frecare. 
 

APLICAŢII 
 

1. Enunţ 
În figură, este reprezentată asamblarea unui guseu cu trei 

profile laminate care sunt solicitate de către forţele axiale 
321 F,F,F  concurente în punctul O.  

Cunoscând daN2500F,daN3000F,daN2000F 321 === , se 

cere să se determine mărimea şi orientarea rezultantei forţelor. 
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O

x

y

F1

F2

F3

ππππ/4 
ππππ/6  

 
Rezolvare 
Se determină proiecţiile rezultantei R  pe axele sistemului 

cartezian de coordonate, utilizând relaţiile 

6
cosF

4
cosFFR 31

3

1i
ixx

π+π−== ∑
=

 

6
sinFF

4
sinFFR 321

3

1i
iyy

π−+π−== ∑
=

 

Înlocuind valorile numerice şi efectuând calculele, se 
obţine 

daN751
6

cos2500
4

cos2000R x =π+π−=  

daN336
6

sin25003000
4

sin2000R y =π−+π−=

 
Mărimea rezultantei R  este dată de relaţia 

2
y

2
x RRR +=  şi are valoarea daN822R = . 
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Orientarea rezultantei R  este dată de relaţia 
x

y

R

R
tg =α  iar 

valoarea unghiului este de aproximativ 024≅α . 
 

2. Enunţ 
Un punct material având greutatea G este legat cu ajutorul 

a trei arcuri cu constantele elastice k1, k2 respectiv k3, de trei 
puncte A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2) respectiv C(x3, y3, z3). Se cere 
să se determine coordonatele x, y, z ale punctului material M 
pentru poziţia sa de echilibru. 

y

x

z

O

A(x1, y1, z1)

B(x2, y2, z2)

C(x3, y3, z3)

k1

k2

k3

M (x, y, z)

G
 

 

Rezolvare 
Asupra punctului material acţionează forţa de greutate 

având mărimea G şi forţele elastice având mărimile 
MCkF,MBkF,MAkF 332211 === . 

Condiţia de echilibru a punctului material considerat se 
scrie, 

0FFFG 321 =+++  

sau, proiectată pe axele sistemului cartezian de coordonate, 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )





=−+−+−+−
=−+−+−
=−+−+−

0zzkzzkzzkG

0yykyykyyk

0xxkxxkxxk

332211

332211

332211
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Prin rezolvarea sistemului de ecuaţii se obţin soluţiile 
 

321

332211

321

332211

321

332211

kkk

Gzkzkzk
z

kkk

ykykyk
y

kkk

xkxkxk
x

++
−++

=

++
++

=

++
++

=

 

 

 3. Enunţ 
Un punct material de masă m, situat într-un plan vertical, 

este fixat în A, ca în figura de mai jos, fiind prins de un fir de 
lungime l. Punctul material considerat se sprijină fără frecare pe 
un semicerc fix de rază r. Ştiind că punctul material este în 
echilibru şi că hAB =  să se determine tensiunea din fir şi 
reacţiunea semicercului. 

x

y

T
N

G

O
r

M

B

h
l

A

αααα  

ββββ  

 
Rezolvare  
Asupra punctului material considerat acţionează greutatea 

G , tensiunea din fir, T şi reacţiunea N , din partea 
semicercului. 

Condiţia de echilibru se scrie 
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0NTG =++  
sau, proiectată pe axele sistemului cartezian de coordonate, 
 





=−α+β
=α−β

0mgcosTcosN

0sinTsinN
 

 
Pentru rezolvarea acestui sistem de ecuaţii este necesar să 

se observe că, în triunghiul OAM, aplicând teorema sinusurilor, 
rezultă relaţia 

 

( )β+α
+=

β
=

α sin

hr

sinsin

r l
, de unde, 

( ) ( ) hrsin

sin
,

hr

r

sin

sin

+
=

β+α
β

+
=

β+α
α l

 

 

Rezolvând, se obţin soluţiile 
 

( )

( ) hr

r
mg

sin

sin
mgN

hr
mg

sin

sin
mgT

+
=

β+α
α=

+
=

β+α
β= l

 

 

4. Enunţ 
Se cere să se determine poziţiile de echilibru limită ale 

unui punct material având greutatea G, rezemat pe un cerc aspru 
situat într-un plan vertical, cunoscând coeficientul de frecare, μ, 
dintre punctul material considerat şi cerc. 

 

Rezolvare 
Asupra punctului material considerat acţionează greutatea 

G , reacţiunea N , dirijată după direcţia razei, din partea cercului 
şi forţa de frecare, T , tangentă la cerc. 

Condiţia de echilibru se scrie 
 

0TNG =++  
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M

OO O

M

xy

G

T N

A B

A' B'

αααα  αααα  
αααα  

 
sau, proiectată pe axele sistemului cartezian de coordonate, 
 





=α−
=α−

0sinGT

0cosGN
 

 

Se obţin expresiile α=α= sinGT,cosGN  de care se 
ţine seama în relaţia care exprimă condiţia frecării la limită, 

NT µ= . 
Rezultă, αµ=α cosGsinG  respectiv µ=αtg  sau 

µ=α arctg . 
Deoarece 

22

22

1

1

tg1

1
cos

1tg1

tg
sin

µ+
=

α+
=α

µ+

µ=
α+

α=α

 

se obţin expresiile necunoscutelor 
 

22 1

G
T,

1

G
N

µ+

µ=
µ+

= . 

 

Poziţiile limită de echilibru sunt în număr de patru: A, B, 
A’, B’. Punctul material considerat se găseşte deci, în echilibru, 
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pe arcele de cerc limitate de aceste perechi de puncte, aşa cum 
rezultă şi din figură. 

 

5. Enunţ 
Un punct material de greutate G  se găseşte în echilibru pe 

un plan înclinat cu un unghi α faţă de orizontală, fiind acţionat şi 
de forţa orizontală H  aşa cum se vede şi în figură. Se cere să se 
determine mărimile forţei orizontale H  pentru care este posibil 
echilibrul punctului material considerat, în două ipostaze: 

a) mişcarea are loc pe un plan înclinat luciu; 
b) mişcarea are loc pe un plan înclinat aspru, având 

coeficientul de frecare μ. 
 

H

G

M H

G

x
y

N

G

x
y

N

H
T

G

x
y

N

H
T

 
Rezolvare 
a) în ipoteza planului înclinat luciu, punctul material este 

acţionat de forţa de greutate G , de forţa orizontală H  şi de 
reacţiunea normală a planului înclinat N . 

Condiţia de echilibru se scrie 
 

0HNG =++  
 

sau, proiectată pe axele sistemului cartezian de coordonate, 





=α−α−
=α−α

0sinHcosGN

0sinGcosH
 

Se obţin soluţiile 

α
=α=

cos

G
N,GtgH  
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b) în ipoteza planului înclinat aspru, condiţia de echilibru 
se scrie: 
 

   0THNG =+++  
 

Este necesar să se ţină seama de cele două tipuri de 
mişcări: 

1. urcare pe planul înclinat, pentru care este valabilă 
relaţia α<α cosHhsinG . Condiţia de echilibru proiectată pe 
axele sistemului de coordonate, se scrie: 
 

   






µ≤
=α−α−
=−α−α

NT

0sinHcosGN
0TsinGcosH

 

 

2. coborâre pe planul înclinat, pentru care este valabilă 
relaţia α>α cosHhsinG . Condiţia de echilibru proiectată pe 
axele sistemului de coordonate, se scrie: 

   






µ≤
=α−α−
=+α−α

NT

0sinHcosGN
0TsinGcosH

 

Din rezolvarea celor două sisteme de ecuaţii rezultă 
 

  
αµ−α
αµ+α≤≤

αµ−α
αµ−α

sincos

cossin
GH

sincos

cossin
G  

 

Se poate conchide că soluţia nu este unică, valoarea 
necunoscutei înscriindu-se într-un domeniu pentru care este 
posibil echilibrul punctului material considerat. 
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CAPITOLUL 6 
 

STATICA SOLIDULUI RIGID 
 

În studiul echilibrului domeniilor materiale utilizate în 
tehnică, conceptul de punct material este insuficient, fiind 
necesară introducerea unui concept nou care să permită o 
modelare mai pertinentă, subliniindu-se simplificările necesare 
şi admisibile care fac posibilă rezolvarea problemelor practice 
cu mijloace teoretice specifice mecanicii. 

Un alt model teoretic, frecvent utilizat, este cel al corpului 
material, model care se aplică domeniilor materiale la care cele 
trei dimensiuni, lungimea, lăţimea şi grosimea, au ordine de 
mărime comparabile. Acest model are ca elemente caracteristice 
volumul geometric şi o masă distribuită pe unitatea de volum ca 
o caracteristică a inerţiei domeniului material considerat. 

 

Definiţia 6.1: 
Corpurile materiale se numesc solide rigide dacă rămân 

nedeformate la acţiunile mecanice care tind să le schimbe forma. 
 

Ca şi în cazul punctului material, în studiul echilibrului 
solidului rigid este necesară cunoaşterea gradelor de libertate. 

Din punctul de vedere al poziţiei pe care o poate avea în 
spaţiu, solidul rigid este: 

! liber (când poate ocupa orice poziţie în spaţiu); 
! supus la legături (când este obligat să respecte anumite 

restricţii geometrice). 
 

Observaţia 6.1: 
Problemele privind statica solidului rigid rămân aceleaşi 

ca şi în cazul echilibrului punctului material. 
 

În majoritatea situaţiilor tehnice reale, solidul rigid se află 
în interacţiune mecanică cu corpurile materiale din mediul 
înconjurător. Măsura interacţiunii dintre solidul rigid considerat 
şi mediul material exterior este forţa, interacţiunea mecanică 
putându-se realiza la distanţă (conform legii atracţiei universale) 
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sau putând fi interacţiune de contact. Se pot distinge două tipuri 
mari de forţe: 

! forţe exterioare active, care nu depind de starea de 
mişcare a solidului rigid asupra căruia acţionează şi care pot să 
accelereze sau să încetinească mişcarea acestuia; 

! forţe exterioare pasive, care depind de existenţa unor 
forţe exterioare active sau sunt condiţionate de starea de mişcare 
a rigidului. 

 

Definiţia 6.2: 
Un solid rigid care are o interacţiune mecanică cu un corp 

material, fie prin contact direct, fie prin intermediul unor 
elemente speciale de legătură, care impun anumite restricţii 
geometrice în deplasarea unor puncte ale sale, se numeşte solid 
rigid supus la legături, iar interacţiunea se numeşte forţă de 
legătură sau reacţiune.  

 

Definiţia 6.3: 
Un solid rigid căruia nu i se impun nici un fel de restricţii 

geometrice în mişcarea lui se numeşte solid rigid liber.  
 

6.1. STATICA SOLIDULUI RIGID LIBER 
 

Un solid rigid liber în spaţiu are şase grade de libertate, 
poziţia sa în raport cu un sistem de referinţă presupus fix sau 
inerţial, fiind complet definită cu ajutorul a şase parametri 
scalari independenţi. 

Există mai multe posibilităţi de alegere a acestor 
parametri, după cum urmează: 

! coordonatele a trei puncte necoliniare aparţinând 
solidului rigid 

În Figura 6.1 s-au considerat punctele A1(x1, y1, z1), A2(x2, 
y2, z3), A3(x3, y3, z3). Dacă se ţine cont de condiţia de rigiditate a 

solidului, atunci distanţele ji AA , i,j=1,2,3 i≠j, sunt fixe şi cele 
nouă coordonate ale punctelor materiale alese, satisfac relaţia 

( ) ( ) ( ) ( ) .constzzyyxxrrAA 2
ij

2
ij

2
ij

2
ij

2

ji =−+−+−=−=  
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pentru i,j=1,2,3 i≠j. Datorită celor trei relaţii de dependenţă care 
se pot scrie între cele nouă coordonate, se poate spune că poziţia 
solidului rigid este complet definită de şase parametri scalari 
independenţi. 

 
 

 

 
 

 
 

Fig. 6.1. 
 

! coordonatele unui punct A(xA, yA, zA) aparţinând 
solidului rigid şi unghiurile Euler (ψ, θ, ϕ) 

În Figura 6.2 cele trei unghiuri Euler precizează orientarea 
axelor triedrului mobil Axyz ataşat solidului rigid în punctul A, 
faţă de sistemul de coordonate Aξηζ  paralel cu axele unui 
sistem de referinţă OXYZ considerat fix. 

Unghiurile Euler, obţinute prin trei rotaţii succesive ale 
solidului rigid şi care vor fi complet definite în studiul 
cinematicii, sunt: 

- unghiul de precesie ψ, se obţine prin rotirea sistemului 
fix Aξηζ  în jurul axei Aζ; ca urmare, axa Aξ ajunge în poziţia 
AN numită axa nodurilor, axa Aη devenind Ay’; 

A 2(x2, y2, z2)

x

y

z

O

A3(x3, y3, z3)

A 1(x1, y1, z1)
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- unghiul de nutaţie θ, se obţine prin rotirea sistemului 
Any’ζ în jurul axei nodurilor AN; ca urmare, axa Ay’ ajunge în 
poziţia Ay’’, axa Aζ devenind Az; 

- unghiul de rotaţie proprie ϕ, se obţine prin rotirea 
sistemului Any’’z în jurul axei Az; ca urmare, axa nodurilor AN 
ajunge în poziţia Ax, axa Ay’’ devenind Ay. 

 
 
 

 
 
 
 
 

Fig. 6.2. 
 

Se poate spune că poziţia solidului rigid este complet 
definită de cei şase parametri scalari care sunt independenţi: 
coordonatele xA, yA, zA şi unghiurile Euler ψ, θ, ϕ. 

! coordonatele unui punct A(xA, yA, zA) aparţinând 
solidului rigid şi cele trei unghiuri formate de fiecare dintre 
axele sistemului de coordonate Axyz, ataşat solidului rigid în 
punctul A, cu axele sistemului de coordonate OXYZ presupus 
fix, aşa cum se vede în Figura 6.3. 

Cei doisprezece parametri astfel aleşi, nu sunt 
independenţi, fiind valabile următoarele relaţii 
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Z

O
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θθθθ  

ϕϕϕϕ  

ϕϕϕϕ  
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x
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Fig. 6.3. 
 

Datorită celor şase relaţii de dependenţă care se pot scrie 
între cei doisprezece parametri, se poate spune că poziţia 
solidului rigid este complet definită de şase parametri scalari 
independenţi. 

 

Pentru ca un solid rigid liber, aflat în repaus în raport cu 
un sistem de referinţă considerat fix sau inerţial, să rămână în 
continuare în repaus la aplicarea unui sistem de forţe, este 

Y
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necesar şi suficient ca torsorul de reducere al forţelor într-un 
punct să fie nul, adică 

 

0M,0R O ==                                (6.1) 
 

sau 
 

0Fr,0F
n

1i
ii

n

1i
i =×= ∑∑

==

                  (6.2) 

 

În relaţiile (6.1) sau (6.2) se precizează faptul că sistemul 
de forţe care acţionează asupra solidului rigid este în echilibru 
sau că rigidul asupra căruia acţionează aceste forţe este în 
echilibru.  

Echilibrul solidului rigid se realizează pentru o anumită 
configuraţie a sa în raport cu un reper, adică, pentru poziţii bine 
determinate ale punctelor rigidului în raport cu reperul ales. 

Condiţia necesară şi suficientă pentru realizarea 
echilibrului solidului rigid liber rezultă şi din proiectarea 
ecuaţiilor vectoriale (6.1) sau (6.2) pe axele sistemului de 
coordonate şi anume 
 

( ) ( ) ( )∑∑∑

∑∑∑

===

===

=−=−=−

===

n

1i
ixiiyi

n

1i
iziixi

n

1i
iyiizi

n

1i
iz

n

1i
iy

n

1i
ix

0FyFx,0FxFz,0FzFy

0F,0F,0F
(6.3) 

 

6.2. STATICA SOLIDULUI RIGID  
       SUPUS LA LEGĂTURI 

 

6.2.1. Legăturile solidului rigid 
 

Ţinând seama de definiţia 6.2, se observă că tot ceea ce 
limitează deplasările unui solid rigid în spaţiu se constituie în 
legături.  
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Astfel, pentru un corp aşezat pe o masă orizontală, masa 
este o legătură deoarece nu-i permite corpului să se deplaseze 
vertical în jos.  

Clasificarea legăturilor solidului rigid se face după mai 
multe criterii, dintre care, cele mai importante sunt: 

a) forma geometrică a zonei de contact; 
b) numărul gradelor de libertate. 

 

a) Clasificarea legăturilor solidului rigid după forma 
geometrică a zonei de contact 

 

Această clasificare are la bază faptul că cele două corpuri 
materiale, aflate în interacţiune mecanică, pot participa la 
contact respectiv cu câte o suprafaţă, o curbă sau un punct, aşa 
cum rezultă din analiza tabelului 6.1. 

 

Tabelul 6.1. Clasificarea legăturilor solidului rigid 
                     după forma geometrică a zonei de contact 

Tipul contactului mecanic 
realizat între corpurile 

materiale 

Forma geometrică a 
legăturii 

 
 

legătură pe o suprafaţă 
rezultată din contactul 

suprafaţă/suprafaţă 

 
 
 

legătură pe o curbă 
rezultată din contactul 

suprafaţă/suprafaţă 
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Tabelul 6.1: continuare 

Tipul contactului mecanic 
realizat între corpurile 

materiale 

Forma geometrică a 
legăturii 

 
 

legătură pe o curbă 
rezultată din contactul 

suprafaţă/curbă 

 
 
 

legătură pe o curbă 
rezultată din contactul 

curbă/curbă 

 
 
 

legătură într-un punct 
rezultată din contactul 

suprafaţă/suprafaţă 

 
 
 

legătură într-un punct 
rezultată din contactul 

suprafaţă/curbă 
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Tabelul 6.1: continuare 

Tipul contactului mecanic 
realizat între corpurile 

materiale 

Forma geometrică a 
legăturii 

 
 

legătură într-un punct 
rezultată din contactul 

suprafaţă/punct 

 
 
 

legătură într-un punct 
rezultată din contactul 

curbă/curbă 

 
 
 

legătură într-un punct 
rezultată din contactul 

curbă/punct 
 
  
 
 

legătură într-un punct 
rezultată din contactul 

punct/punct 
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b) Clasificarea legăturilor solidului rigid după 
numărul gradelor de libertate 

 

Dacă un solid rigid liber în spaţiu are şase grade de 
libertate, poziţia sa în raport cu un sistem de referinţă presupus 
fix sau inerţial, fiind complet definită cu ajutorul a şase 
parametri scalari independenţi, solidul rigid supus la legături are 
un număr mai mic de grade de libertate, ca urmare a restricţiilor 
impuse de legăturile respective. 

 

Această clasificare ţine seama de numărul gradelor de 
libertate pe care le poate avea un solid rigid supus la legături, 
aşa cum rezultă şi din analiza Tabelului 6.2. 

 
Tabelul 6.2 Clasificarea legăturilor solidului rigid 
                     după numărul gradelor de libertate 

Tipul contactului mecanic 
realizat între corpurile 

materiale 

Numărul gradelor de 
libertate 

legături cu un grad de libertate 
 
 
 

con-con 
 
 
  
 
 
 

prismă-prismă 
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Tabelul 6.2: continuare 
Tipul contactului mecanic 

realizat între corpurile 
materiale 

Numărul gradelor de 
libertate 

legături cu două grade de libertate 
 
 
 

prismă-cilindru 
 
 
  
 
 
 

tor-tor 

 
legături cu trei grade de libertate 

 
 
 

plan-plan 

 
 
 
 

sferă-sferă 
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Tabelul 6.2: continuare 
Tipul contactului mecanic 

realizat între corpurile 
materiale 

Numărul gradelor de 
libertate 

legături cu patru grade de libertate 
 
 
 

sferă-cilindru 
 
 
  
 
 
 

cilindru-plan 

 
legături cu cinci grade de libertate 

 
 
 

sferă-plan 

 
 
 
 

con-plan 
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Observaţia 6.2: 
În multe dintre situaţiile practice, legătura considerată lasă 

solidului rigid un număr de mişcări, care nefiind totdeauna 
independente, nu coincide obligatoriu cu numărul gradelor de 
libertate. De exemplu, în cazul legăturii şurub-piuliţă, deşi sunt 
posibile doar două mişcări (o translaţie şi o rotaţie), datorită 
faptului că nu sunt independente, legătura are doar un grad de 
libertate. 

 

Trebuie observat că, dacă forţa rezultantă a unui sistem de 
forţe aplicate asupra unui solid rigid tinde să-l deplaseze pe o 
anumită direcţie, deplasarea fiind împiedicată de o anumită 
legătură, atunci, înseamnă că această legătură acţionează asupra 
solidului rigid considerat, cu o forţă egală şi de sens contrar cu 
cea dată, în baza principiului acţiunii şi reacţiunii. 

Forţele şi/sau cuplurile cu care una sau mai multe legături 
acţionează asupra unui solid rigid limitând unele din mişcările 
sale (translaţii sau rotaţii) se numesc forţe şi/sau cupluri de 
legătură sau reacţiuni. Evident, în legături apar şi forţe şi/sau 
cupluri de forţe pasive, existenţa lor depinzând de forţele şi/sau 
cuplurile active. Când deplasarea corpului este împiedicată pe o 
anumită direcţie aceasta este chiar direcţia reacţiunii (pot fi 
restricţii de deplasare pe mai multe direcţii, deci, pe fiecare 
direcţie apare câte o componentă a reacţiunii). Când este 
împiedicată rotirea corpului în jurul unei drepte, atunci, apare un 
cuplu opus tendinţei de rotire, al cărui moment are direcţia 
acelei drepte şi sensul corespunzător. 

Pentru a rezolva problema echilibrului solidului rigid 
supus la legături, este necesar să se ţină seama de axioma 
legăturilor, potrivit căreia orice tip de legătură se poate înlocui 
cu forţe şi/sau cu momente ale unor cupluri, ce au acelaşi efect 
ca şi legăturile fizice propriu-zise, astfel încât, solidul rigid 
poate fi considerat ca fiind liber sub acţiunea forţelor şi/sau 
cuplurilor date şi a celor de legătură. 

Condiţia necesară şi suficientă pentru ca un solid rigid 
liber, aflat în repaus în raport cu un sistem de referinţă 
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considerat fix sau inerţial, să rămână în continuare în repaus la 
aplicarea unui sistem de forţe exterioare, este necesar şi 
suficient ca torsorul de reducere al forţelor exterioare şi al 
forţelor de legătură într-un punct să fie nul, adică 

 

0'MM,0'RR OO =+=+                                      (6.4) 

sau 

0'MFr,0'RF O

n

1i
ii

n

1i
i =+×=+ ∑∑

==

                         (6.5) 

 

unde s-a notat rezultanta forţelor exterioare, ∑
=

=
n

1i
iFR , 

momentul rezultant al forţelor exterioare, ∑
=

×=
n

1i
iiO FrM , 

rezultanta forţelor de legătură, 'R , respectiv momentul rezultant 
al forţelor de legătură, O'M . 

Proiectând relaţiile (6.4) sau (6.5) pe axele unui sistem de 
referinţă cartezian, se obţin ecuaţiile generale de echilibru ale 
solidului rigid supus la legături, similare ecuaţiilor descrise de 
relaţia (6.3). 

 

Pentru ca problemele echilibrului solidului rigid supus la 
legături să fie static determinate, este necesar ca numărul de 
necunoscute introdus de forţele date şi de legătură, împreună cu 
numărul parametrilor care determină poziţia de echilibru a 
solidului rigid considerat, să fie cel mult egal cu şase în cazul 
unui sistem spaţial de forţe sau cel mult egal cu trei în cazul unui 
sistem plan de forţe. 

Studiul echilibrului solidului rigid supus la legături face 
parte din categoria problemelor dificile ale mecanicii, fiind 
necesară cunoaşterea tuturor noţiunilor şi conceptelor generale 
ale mecanicii (definite în partea întâi), care permit descrierea 
teoretică a diferitelor aspecte tehnice practice studiate. Cazurile 
care vor fi analizate în continuarea acestui capitol sunt doar 
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câteva exemple, din multitudinea de aspecte pe care le oferă 
tehnica, pentru echilibrul solidului rigid.  

Capitolul continuă cu analiza unor aspecte mai simple, 
referitoare la statica solidului rigid supus la legături fără frecare, 
ulterior urmând a se acorda atenţie unor probleme legate de 
statica solidului rigid supus la legături cu frecare. 

 

6.2.2. Echilibrul solidului rigid supus la  
          legături fără frecare 
 

Definiţia 6.4: 
Se numeşte legătură fără frecare sau ideală, legătura 

pentru care, în timpul mişcării relative a suprafeţelor în contact, 
jocurile funcţionale sunt nule, nu se înregistrează deformaţii ale 
suprafeţelor, iar mişcările se desfăşoară fără frecare. 

 

Solidul rigid poate avea următoarele tipuri de legături: 
! reazemul simplu; 
! articulaţia; 
! încastrarea; 
! prinderea cu fire. 

 

Studiul legăturilor solidului rigid urmăreşte două aspecte 
şi anume: 

! aspectul geometric, care precizează numărul gradelor 
de libertate; 

! aspectul mecanic, care analizează elementele mecanice 
(forţe şi momente) cu care se înlocuieşte legătura. 
 

6.2.2.1. Reazemul simplu 
 

Definiţia 6.5: 
Se numeşte reazem simplu, legătura unui solid rigid cu un 

corp material din mediul înconjurător, atunci când suprafeţele 
lor în contact au în permanenţă un punct comun (numit punct 
teoretic de rezemare). 
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Rezemarea este, deci, legătura prin care un punct al unui 
solid rigid este obligat să rămână permanent pe o suprafaţă sau 
pe o curbă dată. 

 

Aspectul geometric. Corespunzător definiţiei, un solid 
rigid este simplu rezemat pe o suprafaţă având ecuaţia 

( )0)z,y,xf = , dacă un punct al său, ( )AAA z,y,xA  se găseşte 
pe această suprafaţă, deci dacă satisface ecuaţia suprafeţei de 
sprijin ( )0)z,y,xf AAA = . Prin urmare, condiţiilor de rigiditate 
ale solidului considerat, li se mai adaugă această nouă condiţie, 
şi se poate concluziona că un reazem simplu suprimă un grad de 
libertate. 

Aspectul mecanic. În Figura 6.4, solidul rigid (C), asupra 
căruia acţionează un sistem 
de forţe exterioare 

n...1i,Fi = având rezultanta 

R , se sprijină pe o 
suprafaţă, în punctul M. 

Rigidul considerat nu 
se poate mişca înspre 
suprafaţa de sprijin, presu-
pusă fixă şi nedeformabilă, 
pe direcţia normalei (în 
planul tangent la suprafaţă 
mişcarea este liberă). 
Aceasta este echivalent cu 
a spune că suprafaţa de 
sprijin reacţionează asupra  

             Fig. 6.4.                  rigidului (C) cu forţa N , egală 
în modul şi de sens opus forţei cu care solidul rigid acţionează 
asupra suprafeţei de sprijin în punctul M şi a cărei mărime este 
determinată în funcţie de rezultanta R  a sistemului de forţe 
date.  

În concluzie, pentru studiul echilibrului solidului rigid, 
reazemul simplu se înlocuieşte cu o forţă de legătură numită 

M

(C)

F1

Fi
Fn

R
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reacţiune, N , normală la suprafaţa de sprijin în punctul M, 
având sensul determinat la legătura unilaterală (v. definiţia 4.4) 
şi sensul nedeterminat la legătura bilaterală (v. definiţia 4.5) 
aşa cum se arată în Figura 6.5. 

(C)

N

M

normala la suprafata

reactiune normala

N

N

(C)

(C)

sau

normala
(C)

legatura un ilaterala   legatura bilaterala   

 
Fig. 6.5 

 

În ecuaţiile de echilibru, reazemul simplu introduce o 
singură necunoscută, reprezentată de modulul reacţiunii normale 
la suprafaţa de sprijin. Astfel, rigidul este considerat liber 
subacţiunea forţelor exterioare (date) şi a forţei de legătură 
reprezentată de reacţiunea normală, notată de obicei cu N, iar 
cele şase ecuaţii de echilibru care se pot scrie în cazul cel mai 
general, când forţele sunt în spaţiu, sunt suficiente pentru 
determinarea celor cinci parametri de echilibru (corespunzători 
celor cinci grade de libertate rămase) şi a mărimii reacţiunii 
normale. 

Ecuaţiile vectoriale de echilibru static pentru un solid rigid 
simplu rezemat într-un punct pe o suprafaţă de sprijin şi acţionat 
de un sistem de forţe exterioare n...1i,Fi = , se scriu 

 

0'MM;0NR OO =+=+                            (6.6) 
 

care se pot proiecta pe axele sistemului cartezian de coordonate 
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( ) ( ) ( )
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                                                                                                (6.7) 
 

Exemple de reazeme simple sunt prezentate în Figura 6.6. 
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Fig. 6.6 

 

APLICAŢII 
 

1. Enunţ 
În figură se consideră o bară AB de lungime 2l având 

greutatea G . Bara este simplu rezemată în punctele A şi D. Se 
cere să se determine unghiul α  pentru care bara AB este în 
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echilibru şi să se calculeze reacţiunile în punctele A şi D, 
cunoscând dimensiunea a. 

 
Rezolvare 
Reazemele simple din 

punctele A şi D se înlocuiesc 
cu reacţiunile normale la 
suprafeţele de sprijin, AN  

respectiv DN .  
Asupra barei de lungime 

2l acţionează forţa de greutate 
G  şi cele două reacţiuni. 

Condiţia de echilibru 
0'MM,0'RR AA =+=+ , 

proiectată pe axele sistemului cartezian de coordonate se scrie 
 

( )

( )

( ) 0cosGl
cos

a
N0'R;RM

0GcosN0'RR

0sinNN0'RR

DA

D
peOy

DA
peOx

=α−
α

⇔=

=−α⇔=+

=α−⇔=+

∑

∑

∑

  

 

Prin rezolvarea sistemului de ecuaţii se obţin soluţiile 
 

α=α=
α

=

GtgsinNN
cos

G
N

DA

D   

 

în care, 3

l

a
cos =α  cu condiţia ca 1

l

a
3 ≤  ceea ce arată că 

echilibrul este posibil numai dacă la ≤ . 
 
 

B

a

O
x

y

A

C

D

G

N D

N A

αααα  
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6.2.2.2. Articulaţia 
 

Definiţia 6.6: 
Se numeşte articulaţie, legătura unui solid rigid cu un corp 

material din mediul înconjurător care asigură un contact 
permanent între suprafeţele lor într-un anumit punct fix.  

 

Articulaţia este, deci, legătura prin care un punct al unui 
solid rigid este obligat să rămână permanent într-un punct fix pe 
suprafaţa de sprijin. 

Aspectul geometric. Corespunzător definiţiei, un solid 
rigid articulat într-un punct pe o suprafaţă de sprijin, are acest 
punct fix, deci cele trei coordonate ale acestuia sunt fixate. 
Astfel, rigidul pierde trei grade de libertate, rămânând doar cu 
trei (cum se va vedea la cinematică, celor trei grade de libertate 
rămase le corespund trei unghiuri independente, care exprimă 
posibilitatea rigidului de a avea trei rotaţii independente în jurul 
a trei axe perpendiculare, care pot trece, în cazul de faţă, prin 
punctul fix). 

Aspectul mecanic.  
Dacă forţele exterioare aplicate asupra solidului rigid au o 

dispunere spaţială fiind orientate după toate cele trei direcţii ale 
unui sistem de referinţă cartezian, fixarea unui punct al rigidului 
se face printr-o articulaţie sferică. Aşa cum se poate observa şi 

în Figura 6.7, realizarea tehnică a 
articulaţiei sferice este repre-
zentată printr-o sferă, solidară cu 
rigidul, şi montată într-o cavitate 
sferică fixă. În acest caz, punctul 
fix în care se realizează articularea 
este centrul sferei. 

 
     Fig. 6.7 

 

Exemple: suportul de stilou, schimbătorul de viteze la 
automobil etc. 
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Rigidul articulat nu se poate deplasa pe cele trei direcţii 
perpendiculare ce trec prin O, aşa cum se vede în Figura 6.8, 
ceea ce înseamnă că oricare ar fi forţa rezultantă R a sistemului 
de forţe date, efectul ei este anulat de reacţiunea 'R  din 
articulaţie, fiind valabilă relaţia 

 

0'RR =+                                (6.8) 
Deoarece R  poate avea orice modul şi orice direcţie, în 

baza relaţiei (6.8) şi reacţiunea 'R  din articulaţie este o forţă 
 de modul şi direcţie oarecare, 
necunoscute, sau de componente 
necunoscute zyx 'R'R'R . 

 

k'Rj'Ri'R'R zyx ++=  
 

                                                             Fig. 6.8 
 

Dacă forţele exterioare aplicate asupra solidului rigid au 
componente numai pe două direcţii în planul ce conţine centrul 
de masă al rigidului, fixarea unui punct al său se face printr-o 
articulaţie cilindrică. Aşa cum se vede şi în Figura 6.9, 
articulaţia cilindrică se poate realiza 
tehnic printr-un ax sau bolţ (piesă 
cilindrică), solidar cu rigidul, şi 
montat într-o cavitate cilindrică fixă. 
În acest caz, axa de simetrie a 
bolţului este perpendiculară pe 
planul forţelor, iar punctul fix este 
poziţionat la intersecţia dintre ele 
(axa de simetrie şi planul forţelor)                              

                                                                        Fig. 6.9 
Exemple: balamalele de la o uşă, lagărul unui arbore. 
 

În cazul articulaţiei cilindrice, rigidul nu se poate deplasa 
pe direcţiile perpendiculare ce trec prin punctul de articulare şi 
se află în planul forţelor, ceea ce înseamnă că, în acest caz, 

R'x

R'y

R'z

O

bila  

O
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reacţiunea 'R  din articulaţie 
are numai două compo-
nente, x'R  şi y'R . 

 

          j'Ri'R'R yx +=  
 

În concluzie, pentru 
studiul echilibrului solidu-
lui rigid, articulaţia se 

               Fig. 6.10                 înlocuieşte cu o forţă de legă-
tură numită reacţiune 'R , de modul, direcţie şi sens 
necunoscute. 

În ecuaţiile de echilibru, articulaţia introduce ca 
necunoscută forţa de legătură numită reacţiune 'R . Astfel, 
rigidul este considerat liber sub acţiunea forţelor date şi a forţei 
de legătură reprezentată de reacţiunea 'R . 

Ecuaţiile vectoriale de echilibru static pentru un solid rigid 
articulat într-un punct pe o suprafaţă şi acţionat de un sistem de 
forţe exterioare n...1i,Fi = , se scriu 

0'MM;0'RR OO =+=+                (6.9) 

iar, ecuaţiile scalare de echilibru, faţă de un sistem cartezian, 
sunt 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ;0'R,FM;0'R,FM;0'R,FM

0'RF;0'RF;0'RF

n

1i
zziO

n

1i
yyiO

n

1i
xxiO

n

1i
zzi

n

1i
yyi

n

1i
xxi

===

=+=+=+

∑∑∑

∑∑∑

===

===

                                                                                              (6.10) 
 

Observaţia 6.3: 
Dacă un solid rigid care are o articulaţie cilindrică este 

solicitat de forţe în spaţiu (deci, forţele nu se mai află toate într-
un plan perpendicular pe axa de simetrie a articulaţiei), atunci, 
se remarcă faptul că articulaţia cilindrică, nu permite decât o 
singură rotaţie, deci, elimină cinci grade de libertate. Acest fapt 

O

y

z

R'x

R'y

R'z

M 'x
M 'y

x

R'y

R'x
O
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conduce la apariţia în articulaţia cilindrică a unei reacţiuni de 
modul şi direcţie necunoscute (trei componente zyx 'R'R'R ) 

şi a două componente de moment yx 'M,'M  care arată că 
legătura nu permite rotirea în jurul axelor Ox şi Oy, 
perpendiculare pe axa articulaţiei cilindrice (v. Figura 6.10). 

 

Exemple de articulaţii sunt prezentate în Figura 6.11 

F1

Fi

Fn

Rx
Ry

Rz

M z

M y

x

y

z

F1 Fi

Fn

y

O

Ry

Rx

x

 
Fig. 6.11 

 

APLICAŢII 
2.Enunţ 

În figura alăturată se 
consideră o bară AB de lungime 2l 
având greutatea G .  

Bara este articulată în 
punctul A şi simplu rezemată în 
punctul B. Se cere să se determine 
reacţiunile introduse de legături în 
punctele A şi B, cunoscând 
unghiul de înclinare α , al barei 
AB faţă de orizontală.  

Rezolvare 
Articulaţia din punctul A se 

înlocuieşte cu o reacţiune A'R  

y

V

H x

N

A

A

B

G
αααα  

G
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necunoscută având o componentă în planul vertical, V şi o 
componentă în planul orizontal, H. Reazemul simplu din punctul 
B se înlocuieşte cu reacţiunea B'R  care are componentă numai 
după direcţia normală, N, la planul vertical de sprijin al barei 
AB. 

Asupra barei de lungime 2l acţionează forţa de greutate G  
şi cele două reacţiuni, A'R  şi B'R . 

Condiţia de echilibru, exprimată de ecuaţiile vectoriale 
0'MM,0'RR AA =+=+  şi proiectată pe axele sistemului 

cartezian de coordonate, se scrie 
 

( )

( )
( ) 0coslGsinl2N0'R;RM

0GV0'RR

0NH0'RR

A

peOy

peOx

=α⋅−α⋅⇔=

=−⇔=+

=−⇔=+

∑

∑

∑

  

 

Rezolvând, se obţine 
 

GV;ctg
2

G
NH;ctg

2

G
N =α==α=  

 

6.2.2.3. Încastrarea 
 

Definiţia 6.7: 
Se numeşte încastrare, legătura unui solid rigid cu un corp 

material fix din mediul înconjurător, în raport cu care nu are nici 
o posibilitate de mişcare (este solidarizat cu acesta).  

 

Încastrarea este, deci, legătura prin care solidul rigid 
pătrunde pe o anumită porţiune într-un corp material considerat 
fix, în aşa fel încât i se suprimă orice posibilitate de mişcare. 

 

Aspectul geometric. Corespunzător definiţiei, un solid 
rigid încastrat nu are nici o posibilitate de mişcare şi, prin 
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urmare, pierde toate gradele de libertate.  
 

Aspectul mecanic. În Figura 6.12, solidul rigid asupra 
căruia acţionează un sistem de forţe având rezultanta R , este 
încastrat în punctul teoretic O (în realitate, încastrarea se 
realizează pe o suprafaţă de contact). Imobilizarea rigidului se 
realizează prin fixarea unui număr mare de puncte, în fiecare din 
ele apărând câte o forţă de legătură.  

Torsorul forţelor de 
legătură calculat în raport 
cu punctul teoretic de 
încastrare, este format din 
forţa rezultantă de 
legătură, reacţiunea 'R  şi 
momentul rezultant de 
legătură, momentul O'M , 

ambele fiind necunoscute 
atât în modul cât şi ca 
direcţie. Oricare ar fi 
torsorul forţelor exterioare 
calculat în raport cu 
punctul teoretic de încastrare,                   Fig. 6.12.                      
şi care este format din rezultanta forţelor exterioare aplicate R şi 
momentul rezultant OM , sunt valabile ecuaţiile de echilibru, 

 

0'MM;0'RR OO =+=+                          (6.11) 
 

care se pot proiecta pe axele sistemului cartezian de coordonate 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∑∑∑

∑∑∑

===

===

===

=+=+=+

n

1i
zziO

n

1i
yyiO

n

1i
xxiO

n

1i
zzi

n

1i
yyi

n

1i
xxi

;0'R,FM;0'R,FM;0'R,FM

0'RF;0'RF;0'RF

 

                                                                                              (6.12) 

x

y

z

O

FiFn

F1
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În concluzie, în studiul echilibrului static al solidului 
rigid, o încastrare se înlocuieşte cu o reacţiune 'R  şi un moment 

O'M , de module, direcţii şi sensuri necunoscute, aşa cum se 
vede şi în Figura 6.13. 
 

Observaţia 6.4: 
Când sistemul for-

ţelor aplicate este orien-
tat în spaţiu, încastrarea 
se numeşte spaţială şi se 
înlocuieşte cu şase com-
ponente necunoscute 
(câte trei pentru fiecare 
vector 'R  şi O'M ), iar 

când sistemul forţelor 
este dirijat în plan, 
încastrarea se numeşte 
plană şi se înlocuieşte cu                    Fig. 6.13.               
două componente pentru  

'R  şi o componentă pentru O'M . În acest ultim caz, vectorul 

moment O'M  este perpendicular pe planul forţelor şi se 

reprezintă simbolic printr-o săgeată circulară (sensul săgeţii 
indică cum trebuie rotit un burghiu drept aflat pe direcţia 
momentului pentru a înainta în sensul real al lui O'M . 

 
 
 
Exemplu de încastrare 
este prezentat în Figura 
6.14. 
 

 
 

                           Fig. 6.14. 
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APLICAŢII 
 

3. Enunţ 
 O bară OA de lungime 4a şi greutate neglijabilă este 
acţionată de forţa concentrată F  şi de sarcina q uniform 
distribuită pe lungimea 2a. Să se determine reacţiunile din 
încastrarea O. 

a a 2a

a

AO

F
q

q.2a

αααα  

H

V

M '
x

y

O

 
Rezolvare 
Forţele date fiind conţinute în acelaşi plan, încastrarea din 

punctul O se înlocuieşte cu componentele H şi V pentru 
reacţiunea 'R  şi cu o singură componentă, O'M  pentru moment. 

Condiţia de echilibru, exprimată de ecuaţiile vectoriale 
0'MM,0'RR OO =+=+  şi proiectată pe axele sistemului 

cartezian de coordonate, se scrie 
 

( )

( )
( ) 0a3qa2sinFa'M0'R;RM

0qa2sinFV0'RR

0cosFH0'RR

OO

peOy

peOx

=⋅+α+⇔=

=−α−⇔=+

=α−⇔=+

∑

∑

∑

  

 

Rezolvând, se obţine 
 

2
O qa6sinFa'M;qa2sinFV;cosFH −α−=+α=α=  
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6.2.2.4. Prinderea cu fire 
 

Definiţia 6.8: 
Se numeşte prindere cu fire, legătura unui solid rigid cu un 

corp material din mediul înconjurător echivalentă cu o rezemare 
unilaterală a unui punct al solidului considerat, pe o sferă care 
are raza egală cu lungimea firului. 

 

Observaţia 6.5: 
Se consideră că distanţa dintre capetele firului nu se poate 

modifica, firul fiind considerat perfect flexibil şi inextensibil. 
 

Aspectul geometric. Corespunzător definiţiei, prinderea 
unui solid rigid cu un fir este echivalentă, din punctul de vedere 
al echilibrului mecanic al solidului considerat, cu înlocuirea 
firului cu o forţă de legătură în lungul firului secţionat, numită 
reacţiune sau tensiune în fir, care are sensul astfel încât întinde 
porţiunea de fir legată de rigid. Legătura suprimă solidului rigid 
un singur grad de libertate. 

Aspectul mecanic. În Figura 6.15, se consideră un solid 
rigid de forma unei plăci, supusă acţiunii unui sistem de forţe 
având rezultanta R  şi suspendată în punctele A şi B prin două 
fire ancorate de o grindă fixă în punctele C şi D. 

cc
A B

DC
αααα  ββββ  

Fi
Fn

F1

cc
A B

DC
αααα  ββββ  

Fi
Fn

F1

x

y

TA
TB

 
Fig. 6.15. 
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Legătura din fir introduce o singură necunoscută. În fir ia 
naştere o forţă de legătură denumită tensiune şi care are punctul 
de aplicaţie în punctul de legare, are direcţia dirijată după 
dreapta suport pe care este întins firul şi sensul corespunzător 
întinderii porţiunii de fir legată de solid. 

În concluzie, pentru studiul echilibrului solidului rigid, 
firul se înlocuieşte cu o forţă de legătură numită tensiune şi 
notată de obicei cu T . 

Ecuaţiile vectoriale de echilibru static pentru un solid rigid 
prins cu fire şi acţionat de un sistem de forţe n...1i,Fi = , se scriu 

 

0)T,R(M;0TR O ==+                           (6.13) 
 

care se pot proiecta pe axele sistemului cartezian de coordonate 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ;0T,FM;0T,FM;0T,FM

;0TF;0TF;0TF

n

1i
zziO

n

1i
yyiO

n

1i
xxiO

n

1i
zzi

n

1i
yyi

n

1i
xxi

===

=+=+=+

∑∑∑

∑∑∑

===

===  

                                                                                              (6.14) 
APLICAŢII 

 

4. Enunţ 
O bară AB de greutate G  şi lungime l cunoscute, este 

articulată în A, aşa cum se vede şi în figură. De capătul B este 
atârnată greutatea P , iar la distanţele a şi b de punctul A, bara 
este prinsă cu un fir care trece peste scripetele fără frecare C. Se 
cer recţiunile din articulaţie şi tensiunea din fir, cunoscând 
unghiurile α şi β de înclinare ale firului. 

 

Rezolvare 
Se înlocuieşte firul cu tensiunea T , iar articulaţia prin 

componentele HA şi VA ale reacţiunii 'R  pe care aceasta o 
introduce. 
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a
b ������������

������������

l

A

B

C

G

P

αααα  ββββ  

T T

HA

VA

x

y

 
Ecuaţiile de echilibru static, proiectate pe axele unui 

sistem cartezian se scriu 
 

( )

( )

( ) 0lP
2

l
GsinTbsinTa0'R;RM

0sinTsinTPGV0'RR

0cosTcosTH0'RR

O

A
peOy

A
peOx

=−−β+α⇔=

=β+α+−−⇔=+

=β−α+⇔=+

∑

∑

∑

 

 

Rezolvând, se obţine 
 

( )
( )

( )
( )( )

( )
( )( )β+α

β+α
+−+=

α−β
β+α

+=

β+α
+=

sinsin
sinbsina2

PG
PGV

coscos
sinbsina2

PG
H

sinbsina2

PG
T

A

A

l

l

l
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Observaţia 6.6: 
Legăturile prezentate sunt legături simple ale solidului 

rigid (reazemul simplu, articulaţia, încastrarea). O legătură a 
unui rigid reduce numărul gradelor de libertate şi introduce 
reacţiuni, aşa cum se observă cu uşurinţă din Tabelul 6.3.  
 

   Tabelul 6.3: Tipuri de legături simple  
Legătura Grade de libertate Reacţiuni 

 
 
 
 

Reazem 
simplu 

 
 

O y

x

z

translatie 
ieietietietietietietietietietietititititititititiatiatiatatatatatatatatlatlatlatlalalalalalalalalalalalalalaslaslaslaslslslslslslslslslssnsnsnsnsnsnsnsnsnsnsnsnsnnnnnnnananananananananananananaaaararararararararararatratratratratrtrtrtrtrtrtrtrtrtrtrtrtrtrtrtttttttttttt

rotatie rotatie 

rotatie  

 

O

x

y

z

Rz

 
 
 
 

Articulaţie 
sferică 

 
 O y

x

z

rotatie rotatie 

rotatie  

 

O

x

y

z

Rz

Ry

Rx

 
 
 
 
 

Articulaţie 
cilindrică 
în spaţiu O y

x

z

rotatie 

 

O

x

y

z

Rz

Ry

RxM x
M y
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   Tabelul 6.3: continuare  
Legătura Grade de libertate Reacţiuni 

 
 
 

Articulaţie 
cilindrică 

în plan 
 

rotatie  

O

y

x

 

 

O
x

y

Ry

Rx
 

 
 
 

 
Încastrare 
în spaţiu 

 
 

O y

x

z

 

O

x

y

z

Rz

Ry

RxM x
M y

M z

 
 

 
 

Încastrare 
în plan 

O
x

y

 

O
x

y

Ry

Rx
M o

 
 

6.2.2.5. Algoritmul de calcul al reacţiunilor  
             introduse de legăturile simultane 
 

În mod frecvent, un solid rigid poate fi supus simultan la 
mai multe tipuri de legături, cum ar fi: articulat şi simplu 
rezemat; articulat şi prins cu un fir etc.  

Într-un asemenea caz, pentru studiul echilibrului static al 
solidului rigid se recomandă parcurgerea următorului algoritm 
de calcul: 

! se eliberează solidul rigid de toate legăturile şi se 
introduc elementele mecanice (forţe şi momente) cores- 
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punzătoare acestora. Sensul reacţiunilor se alege arbitrar, de 
regulă, astfel încât în ecuaţiile de echilibru, scalarii corespunză-
tori reacţiunilor să fie pozitivi; 

! se estimează numărul total de necunoscute scalare 
pe care le introduc legăturile rigidului, pentru a aprecia dacă 
problema este static determinată (numărul necunoscutelor este 
egal cu numărul ecuaţiilor scalare de echilibru static care se pot 
scrie) sau static nedeterminată (se precizează că problema poate 
fi static nedeterminată şi dacă numărul necunoscutelor este egal 
cu numărul ecuaţiilor scalare de echilibru static care se pot 
scrie); 

! se scriu ecuaţiile de echilibru static. Ecuaţiile de 
momente se scriu, de obicei, faţă de legătura care introduce 
numărul cel mai mare de reacţiuni, deşi acest lucru nu este 
obligatoriu; 

! se rezolvă sistemul format de ecuaţiile de echilibru 
static, obţinând astfel, expresiile şi valorile necunoscutelor. 
Dacă din calcul, mărimea unei reacţiuni rezultă pozitivă, 
înseamnă că sensul său a fost ales corect, în caz contrar, fiind 
necesară alegerea sensului opus pentru reacţiunea respectivă. 

 

Observaţia 6.7: 
Dacă problema este static nedeterminată, se recomandă 

ridicarea nedeterminării prin renunţarea la ipoteza corpului solid 
rigid şi introducerea unui număr de ecuaţii suplimentare 
referitoare la deformaţiile pe care le suportă corpul material 
considerat, metodă de rezolvare specifică rezistenţei 
materialelor. 

 

APLICAŢII 
 

5. Enunţ 
Să se calculeze reacţiunile grinzii cotite din figură. 
 

Rezolvare 
! se eliberează solidul rigid de legături; 
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Pentru aceasta, sarcina uniform distribuită m/kN10q = , 
aplicată pe o lungime de 3m, se înlocuieşte cu forţa concentrată 

1 m 1 m 1 m

1,5 m

1 
m

1 
m

B

A

50 kN

20 kN

15 kNm

30 kN

VA

VB

HB

q=10 kN/m

 
având mărimea kN30310Q =⋅= , aplicată la distanţa de 1,5m 
faţă de punctul A. 

Reazemul simplu din punctul A se înlocuieşte cu 
reacţiunea verticală având mărimea VA. 

Articulaţia din punctul B se înlocuieşte cu reacţiunile 
verticală şi orizontală având mărimile VB respectiv HB. 

! se scriu ecuaţiile scalare de echilibru static 

( )

( )
( ) 0120155,130250V30'R;RM

0V3050V0'RR

020H0'RR

AB

BA
peOy

B
peOx

=⋅++⋅+⋅+−⇔=

=+−−⇔=+

=−⇔=+

∑

∑

∑

 

 

! se rezolvă sistemul de ecuaţii 
 

kN20V;kN60V;kN20H BAB ===  



STATICA SOLIDULUI RIGID 
 

 185 

6.2.3. Echilibrul solidului rigid supus la  
          legături cu frecare 

 

În paragraful anterior, s-au analizat legăturile simple şi 
cele care acţionează simultan pentru solidul rigid în ipoteza 
frecărilor neglijabile, corpurile materiale fiind presupuse 
nedeformabile şi având suprafeţe perfect lucii. În acest caz, s-a 
văzut că reacţiunile care apar, forţe şi/sau momente, servesc 
eliberării solidului rigid de legăturile ideale la care este supus, în 
vederea studiului echilibrului static.  

În practica tehnică, studiul echilibrului static al corpurilor 
materiale trebuie făcut în condiţii de funcţionare reale şi nu în 
limitele unor ipoteze idealizate. Corpurile materiale reale 
prezintă asperităţi la contactul dintre ele şi, ca urmare, apar 
frecvent şi componente disipative ale torsorului reacţiunilor în 
punctul teoretic al legăturii la care este supus solidul rigid, ce se 
opun deplasărilor relative ale corpurilor materiale. Este deci 
necesar ca, atunci când se studiază echilibrul static al corpurilor 
materiale reale, să se ţină seama de efectele datorate asperităţilor 
şi întrepătrunderilor dintre corpuri, efecte numite frecări. 

Frecările sunt de atâtea feluri câte tipuri de mişcări relative 
sunt posibile între corpurile în contact. 

Dacă primele componente ale reacţiunilor introduse de 
legăturile ideale se determină din ecuaţiile de echilibru static, 
componentele disipative se determină din relaţii stabilite pe cale 
experimentală şi numite uzual legi de frecare. Componentele 
disipative sunt datorate fenomenelor de frecare care se produc în 
zonele de legătură între suprafeţele în contact şi care provoacă 
disipări de energie. Mărimile acestor componente nu pot depăşi 
anumite valori limită care depind de tipul de legătură, de natura 
corpurilor în contact şi de valoarea componentei ideale a 
reacţiunii legăturii. 
 

6.2.3.1. Frecările în cazul reazemului simplu 
 

În Figura 6.16 se consideră un solid rigid acţionat de un 
sistem de forţe având rezultanta R . 
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Fig. 6.16 

 

Rigidul este simplu rezemat pe suprafaţa Σ. Teoretic, 
există un singur punct de contact, O, pe această suprafaţă. În 
realitate, cele două corpuri se deformează şi contactul se 
realizează pe o suprafaţă, în fiecare punct de contact, 
dezvoltându-se o reacţiune de mărime şi direcţie necunoscută, 
reacţiunea rezultantă fiind 'R . 

Reducând sistemul de forţe aplicate, iF  şi reacţiunea 'R  în 
raport cu punctul teoretic de contact, se obţin ecuaţiile vectoriale 
de echilibru static. 
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0'MM;0'RR OO =+=+                           (6.15) 
 

Proiectând relaţiile (6.15) pe normala în O la suprafaţa 
teoretică de contact Σ şi pe planul tangent la această suprafaţă, 
se scrie: 

 

0MM;0MM

0TR;0NR

rtpn

tn

=+=+
=+=+

                      (6.16) 

 

În baza teoremei de echivalenţă, rezultanta R  se 
descompune în componentele nR  şi tR  dirijate după direcţia 
normalei în O la suprafaţa teoretică de contact Σ respectiv 
tangentei la această suprafaţă. Aceste componente dau cuplurile 
de momente ( )nOn RMM =  respectiv ( )tOt RMM = . 

În baza aceleiaşi teoreme, reacţiunea 'R  se descompune, 
după aceleaşi direcţii, aşa cum se vede şi în Figura 6.16, în 
componentele N  şi T  care dau cuplurile de momente 

( )NMM Op =  respectiv ( )TMM Or = .  

Forţa nR  tinde să deplaseze corpul în direcţia normală la 
suprafaţa de contact, deplasare căreia i se opune reacţiunea 
normală N . Forţa tR  tinde să deplaseze corpul în planul 
tangent la suprafaţa de contact. Această deplasare se numeşte 
alunecare şi ei i se opune reacţiunea T , numită forţă de frecare 
de alunecare.  

Cuplul de moment ( )nOn RMM = , are tendinţa de a roti 
corpul în jurul normalei la suprafaţa de contact. Această mişcare 
de rotaţie se numeşte pivotare şi este împiedicată de cuplul de 
moment ( )NMM Op = , numit cuplu de frecare de pivotare. 

Cuplul de moment ( )tOt RMM = , are tendinţa de a roti corpul 
în jurul unei axe din planul tangent la suprafaţa de contact. 
Această mişcare de rotaţie se numeşte rostogolire şi este 
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împiedicată de cuplul de moment ( )TMM Or = , numit cuplu de 

frecare de rostogolire. 
 
Se poate concluziona că într-un reazem simplu pot apărea 

trei tipuri de frecări calitativ diferite: 
! de alunecare; 
! de rostogolire. 
! de pivotare; 
 

Frecarea de alunecare 
 

Frecarea de alunecare nu este calitativ diferită de cea din 
cazul punctului material. Reluând rezultatele obţinute atunci, se 
observă că şi în cazul rigidului, frecarea se manifestă printr-o 
forţă T , tangentă la suprafaţă, care se opune tendinţei de 
alunecare şi a cărei mărime nu poate depăşi o anumită valoare 
impusă de legea lui Coulomb dată de relaţia (5.16). 

 

NT µ≤  
 

O situaţie aparte o constituie rezemarea solidului rigid în 
mai multe puncte, ceea ce conduce la existenţa mai multor 
inegalităţi de forma (5.16), deci la apariţia unor dificultăţi 
sporite de calcul, precum şi a unor probleme privind 
determinarea corectă a 
tendinţelor de deplasare în 
diferitele puncte de 
rezemare. 

 

APLICAŢII 
 

6. Enunţ 
În figura alăturată, 

bara AB situată într-un 
plan vertical, având 
lungimea l şi greutatea G, 
este sprijinită cu frecare în 

αααα  
A

B

G NA

TA

NB

TB
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punctul A pe un plan orizontal şi în punctul B pe un plan 
vertical, coeficienţii de frecare fiind µ1 respectiv µ2.  

Se cere să se determine unghiul α pentru care bara AB 
rămâne în echilibru static. 

 

Rezolvare 
După eliberarea barei AB de legăturile la care este supusă, 

se pot scrie ecuaţiile scalare de echilibru după cum urmează 
 

( )

( )

( )

B2B

A1A

BBB

BA
peOy

AB
peOx

NT

NT

0coslTsinlNcos
2

l
G0'R;RM

0GTN0'RR

0TN0'RR

µ≤
µ≤

=α−α−α⇔=

=−+⇔=+

=−⇔=+

∑

∑

∑

 

 

Prin rezolvare se obţine 
 

1

21

2

1
tg

µ
µµ−

≥α  sau 
1

21

2

1
arctg

µ
µµ−

≥α  

 

Frecarea de rostogolire 
 

Pentru exemplificare, se consideră o roată de rază r şi 
greutate proprie G , pentru care se presupune că se realizează 
contactul cu un plan orizontal într-un singur punct, A, aşa cum 
se vede în Figura 6.17. 
 

Se pune problema determinării forţei F , orientată ca în 
figură, pentru care roata considerată rămâne în repaus.  

 

În această situaţie, ecuaţiile scalare de echilibru care se pot 
scrie, sunt: 
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( )

( )
( ) 0rF0'R;RM

0GN0'RR

0TF0'RR

A

peOy

peOx

=⋅−⇔=

=−⇔=+

=−⇔=+

∑

∑

∑

(6.17) 

 

Se poate observa cu uşurinţă 
că, prin rezolvarea sistemului de 

                Fig. 6. 17.             ecuaţii (6.17), se obţine 0F = , ceea 
                                             ce înseamnă că pentru orice forţă F , 
având o mărime oricât de mică, roata se pune în mişcare. 

În realitate, din cauza deformabilităţii, contactul dintre 
roată şi plan nu se realizează în punctul teoretic de rezemare A, 
ci, aşa cum se arată în Figura 6.18, pe o mică suprafaţă, 

! simetrică în raport cu suportul forţei de greutate 
proprie a roţii, G , dacă roata nu este acţionată şi de forţa 
orizontală F  (v. Figura 6.18 a); 

! asimetrică în raport cu suportul forţei de greutate 
proprie a roţii, G , dacă roata considerată este acţionată şi de 
forţa orizontală F  (v. Figura 6.18 b). 
 

e e

O O O OF F F

G G G G

T T

N
N

N

N

N

M r

A

N

 
                   a)                          b)                    c)                     d) 

Fig. 6.18. 
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Suportul rezultantei N  a reacţiunilor normale se află la o 
distanţă, e, de punctul teoretic de contact, A. Suportul rezultantei 
T  a reacţiunilor tangenţiale se consideră a trece prin punctul A 
(Figura 6.18 c). Ţinând seama de regulile de reducere a 
sistemelor de forţe, se poate spune că forţele de legătură, în acest 
caz, sunt echivalente cu forţele T  şi N  aplicate în punctul 
teoretic de contact, A, şi cu momentul de frecare de rostogolire, 

eNM r ⋅=  (Figura 6.18 d). Ecuaţiile scalare de echilibru, de 
această dată, se scriu 

 

( )

( )
( ) 0rFM0'R;RM

0GN0'RR

0TF0'RR

rA

peOy

peOx

=⋅−⇔=

=−⇔=+

=−⇔=+

∑

∑

∑

              (6.18) 

 

Prin rezolvarea sistemului de ecuaţii (6.18), se ajunge la 
concluzia că dacă mărimea forţei F  depăşeşte o anumită valoare 
limită, roata începe să se mişte, deci momentul de frecare de 
rostogolire, rM  este limitat, fiind valabile relaţiile 

 

NM rr µ≤  sau NeN r ⋅µ≤⋅             (6.19) 
 

ceea ce este echivalent cu 
        re µ≤                                (6.20) 

în care, rµ  reprezintă coeficientul de frecare de rostogolire, iar e 
reprezintă distanţa maximă cu care se poate deplasa, paralel cu 
ea însăşi, reacţiunea normală N  faţă de punctul teoretic de 
contact. 

În problemele de frecare de rostogolire se cunosc 
următoarele condiţii: 

! NT;NM rr µ≤µ≤ , roata nu se rostogoleşte şi nu 
alunecă, ea aflându-se în repaus; 
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! NT;NM rr µ≤µ= , roata se rostogoleşte fără să 
alunece sau se află în poziţie de repaus, la limită, înainte de a 
începe să se rostogolească; 

! NT;NM rr µ=µ≤ , roata alunecă şi nu se 
rostogoleşte sau se află în poziţie de repaus, la limită, înainte de 
a începe să alunece; 

! NT;NM rr µ=µ= , roata alunecă şi se rostogoleşte 
în acelaşi timp, sau se află în poziţie de repaus, la limită, înainte 
de a începe să alunece şi să se rostogolească în acelaşi timp. 

 

APLICAŢII 
 

7. Enunţ (Roata trasă) 
Se consideră o roată de rază r şi greutate proprie G , 

acţionată de forţa F  aşa cum se 
vede în figura alăturată. 
Cunoscând coeficienţii de 
frecare de alunecare, µ şi de 
rostogolire, µr, se cere valoarea 
forţei F  pentru realizarea 
echilibrului static. 
 

Rezolvare 
Pentru roata trasă 

considerată, se pot scrie 
următoarele ecuaţii scalare de echilibru static 

( )

( )
( )

NT

NM

0rFM0'R;RM

0GN0'RR

0TF0'RR

rr

rA

peOy

peOx

µ≤
µ≤

=⋅−⇔=

=−⇔=+

=−⇔=+

∑

∑

∑
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Rezolvând sistemul de ecuaţii se obţin condiţiile: 

! condiţia ca roata să nu se rostogolească, G
r

F rµ≤ ;  

! condiţia ca roata să nu alunece GF µ≤ . 

Pentru realizarea echilibrului static, forţa F  trebuie să aibă 
mărimea mai mică decât cea mai mică dintre cele două expresii 
anterioare. 

 

8. Enunţ (roata motoare) 
Se consideră o roată de rază r şi greutate proprie G , 

acţionată de cuplul motor 
M  şi de forţa F  ca în 
figură. Cunoscând coefi-
cienţii de frecare de 
alunecare, µ şi de rosto-
golire, µr, se cere momentul 
motor M  necesar pentru a 
pune roata în mişcare şi 
condiţia pentru ca 
remorcarea să fie posibilă. 

 

Rezolvare 
Pentru roata motoare 

considerată, se pot scrie următoarele ecuaţii scalare de echilibru 
static: 

( )

( )
( )

NT

NM

0MMrF0'R;RM

0GN0'RR

0FT0'RR

rr

rA

peOy

peOx

µ≤
µ≤

=−+⋅⇔=

=−⇔=+

=−⇔=+

∑

∑

∑

 

Prin rezolvare se obţin condiţiile: 

O
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T x

y

M

M r
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GF

GrFM r

µ≤
µ+⋅≤

 

Pentru a pune roata în mişcare, este necesar ca momentul 
motor să aibă mărimea GrFM rµ+⋅= , dar pentru a împiedica 
patinarea roţii, este necesar, în mod suplimentar, ca greutatea 
proprie a roţii să fie apreciabilă, iar frecarea de alunecare să fie 
suficient de mare, deci GF µ≤ . 

 

Observaţia 6.7: 
Coeficientul de frecare de rostogolire este o mărime care 

are dimensiunile unei lungimi şi valoarea sa depinde de raza 
roţii şi de starea suprafeţelor în contact, aşa cum se ilustrează în 
Tabelul 6.4.  

 

Tabelul 6.4:  
Valorile coeficientului de frecare de rostogolire 

Material Coeficientul de frecare 
de rostogolire rµ [cm] 

Observaţii 

fier pe fier 0,005 - 
oţel moale pe 

oţel moale 
0,005 - 

lemn pe lemn 0,05-0,06 esenţă tare 
lemn pe oţel 0,03-0,04 esenţă tare 

fontă pe lemn 0,046 esenţă tare 
bilă de oţel călit 

pe oţel 
0,001 palier plat 

bilă de oţel călit 
pe oţel 

0,0005 palier sferic 

roţi de vagoane 
pe şine (la 

frânare normală) 

0,05-0,1 în funcţie de 
raza roţii, r 

r0065,0r ⋅≅µ  
roţi de cauciuc 

pe beton 
0,315 la viteză 

obişnuită 
roţi de trăsură pe 

pavaj 
1,8-2,5 la viteză 

obişnuită 
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Frecarea de pivotare 
 

Frecarea de pivotare este un fenomen cu multe aplicaţii în 
tehnică, el stând la baza funcţionării ambreiajelor, a pivoţilor de 
macara, a frânelor cu disc, a lagărelor cu inele etc.  

Cel mai frecvent, mişcarea de pivotare apare în cazul 
arborilor verticali, având secţiunea sub formă circulară sau, în 
cazul arborilor de dimensiuni mari, sub formă de coroană 
circulară, aşa cum se arată în Figura 6.19. 

R

M M

G

G

N

N

dθθθθ  

ρρρρ  
dρρρρ  

R

r

dA

p

 
Fig. 6.19. 

 

Considerând coeficientul de frecare de alunecare, µ, între 
arbore şi lagăr şi presiunea, p, uniform exercitată pe toată 
suprafaţa de sprijin, se poate scrie 
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( )22 rR

N

A

N
p

−π
==                          (6.21) 

 

în care s-a notat cu N mărimea reacţiunii normale la suprafaţa de 
sprijin, iar cu R şi r razele coroanei circulare. 

Aşa cum se observă şi în Figura 6.19, s-a considerat un 
element din suprafaţa coroanei circulare, de arie 

 

θ⋅ρ⋅ρ= dddA                                  (6.22) 
reacţiunea normală corespunzătoare acestui element fiind  
 

θ⋅ρ⋅ρ⋅=⋅= ddpdApdN                             (6.23) 

iar forţa de frecare elementară, tangentă la cercul de rază ρ şi 
având sensul invers tendinţei de mişcare, este 
 

θ⋅ρ⋅ρ⋅µ=µ= ddpdNdT                             (6.24) 
 

În aceste condiţii, momentul de frecare de pivotare 
elementar este 

 

θ⋅ρ⋅ρ⋅µ=ρ= ddpdTdM 2
p                                      (6.25) 

 

Momentul de pivotare pentru toată suprafaţa coroanei 
circulare este 

 

∫∫∫ ρρθµ==
π R

r

2
2

0S

pp ddpdMM =
3

rR
p2

33 −µ⋅π           (6.26) 

sau, dacă se ţine cont de relaţia (6.21),  
 

N
rR

rR

3

2
M

22

33

p −
−µ=                          (6.27) 

 

Pentru echilibru trebuie îndeplinită condiţia 
 

N
rR

rR

3

2
M

22

33

p −
−µ≤                          (6.28) 
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În cazul secţiunii circulare, 0r =  şi 
 

NR
3

2
M p ⋅µ=                                   (6.29) 

 

Pentru echilibru trebuie îndeplinită condiţia 
 

NR
3

2
M p ⋅µ≤                                   (6.30) 

 

6.2.3.2. Frecările în cazul lagărelor şi articulaţiilor 
 

Acest tip de frecări reprezintă un fenomen deosebit de 
complex, care apare la mişcarea fusurilor mobile în lagărele 
radiale fixe, a rolelor mobile pe fusuri fixe etc. 

 

Observaţia 6.8: 
Se vor avea în vedere doar problemele legate de frecarea 

uscată care, deşi nu se realizează practic, permite determinarea 
relaţiei momentului cuplului de frecare din lagăre şi articulaţii. 
În realitate, utilizarea lubrifianţilor modifică esenţial această 
problemă şi implicit rezolvarea ei, fiind necesară utilizarea 
ecuaţiilor de mişcare ale fluidelor vîscoase. 

 

Frecarea în articulaţii 
 

Aşa cum se cunoaşte deja, articulaţia permite unui solid 
rigid să efectueze numai mişcări de rotaţie în jurul unui punct 
fix.  

În Figura 6.20 s-a considerat un solid rigid articulat în 
punctul fix O. Asupra rigidului acţionează un sistem de forţe al 
căror torsor de reducere în punctul de articulare este dat de 
vectorul forţă rezultantă R  şi de vectorul moment rezultant 

OM . 

Experienţele efectuate în mod sistematic au arătat că sub 
acţiunea cuplului de moment OM , situat într-un plan 

perpendicular pe axa de rotaţie, solidul rigid nu se roteşte până 
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când mărimea cuplului aplicat nu depăşeşte o anumită valoare 
limită. 

��
�� y

x

z

r

R'

M a

M O

 
Fig. 6.20. 

 

Explicaţia este dată de apariţia forţelor de frecare pe 
suprafeţele în contact, ca urmare a neregularităţilor acestora şi a 
deformaţiilor care se produc în articulaţie. Aceste forţe de 
frecare generează un cuplu de moment aM , numit cuplu de 

frecare în articulaţie.  
Mărimea acestui cuplu nu poate depăşi valoarea, 

determinată experimental, 
 

'RrM aa ⋅⋅µ≤                                   (6.31) 
 

Eliberând solidul rigid de legătura din punctul O prin 
introducerea reacţiunii 'R  şi scriind torsorul de reducere al 
forţelor aplicate şi al forţelor de legătură în raport cu punctul de 
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articulare, se obţin condiţiile de echilibru static exprimate de 
ecuaţiile vectoriale 

 

0'MM

0'RR

OO =+
=+

                                  (6.32) 

 

care se pot proiecta pe axele sistemului de coordonate 
 

( ) ( ) ( ) 0'R;FM;0'R;FM;0'R;FM

0'RF;0'RF;0'RF

n

1i
zziO

n

1i
yyiO

n

1i
xxiO

n

1i
zzi

n

1i
yyi

n

1i
xxi

===

=+=+=+

∑∑∑

∑∑∑

===

===    (6.33) 

 

Pentru rezolvarea problemelor ridicate de echilibrul 
solidului rigid considerat, articulat în punctul O, şi care necesită 
determinarea mărimilor reacţiunii 'R  şi a momentului cuplului 
de frecare aM , relaţiilor (6.32) respectiv (6.33) li se adaugă 
condiţia dată de relaţia (6.31). 

 

Frecarea în lagărele de alunecare 
 

Este cunoscut faptul că arborii şi osiile se sprijină, pentru 
asigurarea unei bune funcţionări, pe lagăre. Porţiunile din arbori 
sau din osii care vin în contact cu lagărele se numesc fusuri. 
După felul lagărului folosit, în timpul rotaţiei fusului, poate avea 
loc o alunecare (cazul lagărelor de alunecare) sau o rostogolire 
(cazul lagărelor de rostogolire). 

 

a) Frecarea în lagărele de alunecare cu joc 
 

Lagărele de alunecare cu joc, nu realizează strângere la 
contactul dintre fusul arborelui şi lagăr. În acest caz, contactul se 
realizează, teoretic, într-un punct, A, ca în Figura 6.21. 

Asupra fusului arborelui acţionează un sistem de forţe 
exterioare al căror torsor de reducere în raport cu centrul O al 
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fusului este dat de vectorul forţă rezultantă R  şi de vectorul 
moment rezultant OM . 

x

y

Or

F

N Mla

T

A

M o

αααα  

 
Fig. 6. 21. 

 

Deoarece vectorul OM  este orientat după axa fusului, el 
are tendinţa de a imprima acestuia o mişcare de rotaţie căreia i 
se opune cuplul de frecare din lagărul de alunecare cu joc, de 
moment laM .  

Este important să se observe că datorită jocului dintre fus 
şi lagăr, fusul poate fi asimilat cu o roată rezemată pe o 
suprafaţă curbă. 

Eliberând legătura din punctul A prin introducerea 
reacţiunilor N  şi T şi scriind torsorul de reducere al forţelor 
aplicate şi al forţelor de legătură în raport cu centrul O al 
fusului, se obţin condiţiile de echilibru static exprimate de 
ecuaţiile vectoriale 

 

0'MM

0'RR

OO =+
=+

                                  (6.34) 
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Ţinând seama că s-a notat cu r raza fusului, relaţiile (6.34), 
proiectate pe axele sistemului de coordonate, se scriu 

 

( )

( )
( ) 0sinrFMM0'R;RM

0cosFN0'RR

0sinFT0'RR

OlaA

peOy

peOx

=α⋅+−⇔=

=α−⇔=+

=α−⇔=+

∑

∑

∑

        (6.35) 

 

Pentru rezolvarea problemelor ridicate de echilibrul 
arborelui considerat, rezemat cu joc în punctul A într-un lagăr de 
alunecare, şi care necesită determinarea mărimilor reacţiunii 'R  
şi a momentului cuplului de frecare laM , relaţiilor (6.35) li se 

adaugă condiţiile 

NM

NT

rla µ≤
µ≤

                                       (6.36) 

 

Prin rezolvare se obţin următoarele soluţii 
 

( ) α⋅−=
α=

α=

sinrFRMM

cosFN

sinFT

Ola

                 (6.37) 

 

care, introduse în inecuaţiile date de relaţiile (6.36) conduc la 
condiţiile de echilibru  






 α

µ
+α⋅≤

µ≤α

cos
r

sinrFM

tg

r
O

            (6.38) 

 

În cazul echilibrului la limită şi pentru valori foarte mici 
ale unghiului α, relaţia (6.38) se poate aproxima cu relaţia (6.39) 
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la
r

O rF
r

rFM

tg

µ⋅⋅=




 µ

+µ⋅≤

µ=α
          (6.39) 

în care s-a notat cu 
r

r
la

µ+µ=µ  coeficientul de frecare în cazul 

lagărelor de alunecare cu joc. 
Conform principiului acţiunii şi reacţiunii, momentul 

cuplului de frecare din lagărul de alunecare cu joc, laM  este egal 

în modul şi are sensul opus vectorului moment rezultant OM , 

iar reacţiunea 'R  introdusă de forţele de legătură, este egală în 
modul şi de sens opus rezultantei forţelor aplicate, R . Prin 
urmare, este valabilă relaţia 

 

   lala r'RM µ⋅⋅≤                                  (6.40) 
 

b) Frecarea în lagărele de alunecare fără joc 
 

Lagărele de alunecare fără joc (sau cu strângere), 
realizează contactul dintre fusul arborelui şi lagăr pe întreaga 
periferie a fusului, în fiecare punct teoretic de contact, Ai, 
i=1…n, acţionând o reacţiune normală iN , i=1…n şi o forţă de 
frecare de alunecare iT , i=1…n, aşa cum se arată în Figura 6.22. 

Ai

A2
A 1

An

Ti

T2

T1

Tn
Ni

N2
N1

Nn

 
Fig. 6.22. 
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Forţele de frecare se reduc la un cuplu, numit cuplu de 
frecare în lagărele de alunecare fără joc, al cărui moment este 

 

  ∑ ∑
= =

⋅µ=⋅=
n

1i

n

1i
iila NrTrM                            (6.41) 

 

în care, r reprezintă raza fusului arborelui iar µ reprezintă 
coeficientul de frecare de alunecare. 

Relaţia (6.41) se mai poate scrie 

  'Rr'R
'R

N
rM la

n

1i
i

la ⋅⋅µ=⋅µ=
∑

=                     (6.42) 

în care, R’ reprezintă reacţiunea din lagăr în ipoteza că nu există 

frecare, iar 
'R

N
n

1i
i

la

∑
=µ=µ  se numeşte coeficient de frecare în 

cazul lagărelor de alunecare fără joc. 
 

Observaţia 6.9: 
Expresia coeficientului de frecare în cazul lagărelor de 

alunecare depinde de legea de variaţie a reacţiunilor normale 
iN , i=1…n, pe suprafaţa de contact dintre fus şi lagăr şi se 

determină experimental. 
 

c) Frecarea în lagărele de rostogolire 
 

În Figura 6.23 a) s-a considerat un punct de contact, Ai, 
i=1…n, între fusul unui arbore şi una din bilele rulmentului pe 
care se sprijină arborele în timpul funcţionării. În punctul 
considerat se dezvoltă o reacţiune normală iN , i=1…n, o forţă 
de frecare iT , i=1…n şi un cuplu de rostogolire având 
momentul riM , i=1…n. 

Considerând că raza fusului arborelui este r, cuplul de 
frecare în lagărele de rostogolire are un moment care se 



CURS DE MECANICĂ PENTRU INGINERI 
 

 204 

determină din ecuaţia de momente în raport cu centrul O al 
fusului 

 

   ( )∑
=

+⋅=
n

1i
riilr MrTM                        (6.43) 

Bila 
rulmentului 

Fus 

Lagar 

O O

O i

rb
rb

r

Ni Ni

Ni

Ti

Ti

Ti

M ri

M ri

M 'ri

a) b)

O i

 
Fig. 6.23 

 

Pentru calculul expresiilor iT  şi riM  se consideră una din 
bilele rulmentului de rază rb, ca în Figura 6.23 b). Neglijând 
greutatea proprie a bilei şi scriind ecuaţia de momente în raport 
cu centrul său, se obţine 

   riribi 'MMr2T −=⋅                           (6.44) 
 

La limită, când fusul şi bilele sunt gata să se rostogolească, 
se pot scrie relaţiile 

   
2riri

1riri

N'M

NM

µ⋅=
µ⋅=

                                   (6.45) 

 

unde µr1 şi µr2 sunt coeficienţii de frecare de rostogolire între fus 
şi bilă, respectiv între bilă şi inelul rulmentului. 

Din relaţiile (6.44) şi (6.45) se deduce expresia pentru 
determinarea mărimii forţei de frecare, iT  
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( )

b

2r1ri
i r2

N
T

µ+µ
=                             (6.46) 

şi a mărimii momentului cuplului de rostogolire riM  
 

  ∑
=







µ+

µ+µ
=

n

1i
1r

b

2r1r
ilr r

r2
NM                     (6.47) 

sau 

'Rr'R
r

r
r2'R

N
rM lr

1r

b

2r1r

n

1i
i

lr ⋅⋅µ=




 µ
+

µ+µ
=

∑
=         (6.48) 

în care, R’ reprezintă reacţiunea din lagăr în ipoteza că nu există 

frecare, iar 




 µ
+

µ+µ
=µ

∑
=

r
r

r2'R

N
1r

b

2r1r

n

1i
i

lr  se numeşte 

coeficient de frecare în cazul lagărelor de rostogolire. 
 

Observaţia 6.10: 
Expresia coeficientului de frecare în cazul lagărelor de 

rostogolire depinde de legea de variaţie a reacţiunilor normale 
iN , i=1…n pe suprafaţa de contact dintre fus şi lagăr şi se 

determină experimental, dar valoarea acestui coeficient este mult 
mai mică decât în cazul lagărelor de alunecare cu strângere. 

 

Observaţia 6.11: 
Analizând relaţiile (6.31), (6.40), (6.42) şi (6.48) se poate 

concluziona că frecarea în articulaţii şi lagăre se manifestă 
printr-un cuplu de frecare având momentul dat de una dintre 
relaţiile menţionate anterior, valoarea acestui moment fiind una 
aproximativă şi depinzând de valoarea determinată experimental 
a coeficientului de frecare şi care variază semnificativ cu viteza 
de rotaţie a arborelui sau osiei considerate.  
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6.2.3.3. Frecările în cazul prinderilor cu fire 
 

Problema frecărilor în cazul în care solidele rigide sunt 
supuse la legături prin legare cu fire, va fi prezentată pe larg în 
cadrul Capitolului 7. 

 

APLICAŢII 
 

9. Enunţ 
Pentru roata motoare din figură, având raza r, se cere să se 

studieze condiţiile de echilibru static, cunoscând unghiul de 
înclinare, α, al planului înclinat şi valoarea coeficientului de 
frecare de alunecare, µ şi coeficientul de alunecare de 
rostogolire, µr. 

αααα  

O M O

r
F

N

T

x

y

 
 
Rezolvare 
Roata motoare considerată, poate avea tendinţe de 

rostogolire în sus şi în jos pe planul înclinat şi tendinţe de 
alunecare numai în jos, sub acţiunea momentului motor OM  şi a 
forţei motoare F . 

La limită, ecuaţiile scalare de echilibru static, pentru roata 
motoare eliberată de legături, la care se adaugă şi condiţiile 
impuse de existenţa frecării, se scriu astfel: 
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NM

NT

0rTMM

0cosGN

0sinGFT

rr

rO

µ=
µ=

=⋅−±
=α−

=α−−

 

în care, semnul + corespunde tendinţei de rostogolire în sus pe 
planul înclinat, iar semnul – corespunde tendinţei de rostogolire 
în jos. 

Se obţin expresiile pentru valorile limită 
( )

α




 µ

±µ⋅=

α−αµ=

cos
r

rGM

sincosGF

r
O

 

Se deosebesc următoarele situaţii posibile, în condiţiile în 

care se notează 
α⋅⋅

=
cosrG

M
c O : 

Mişcări 
posibile 

Valoarea c Forţa motoare 

F  
Alunecarea nu este posibilă 

Echilibru 
(autofrânare) r

c
r

rr µ
+µ<<

µ
−µ  

Rostogolire în 
sus r

c rµ
+µ>  

Rostogolire în 
jos r

c rµ
−µ<  

 
 

( )α−αµ≤ sincosGF  

Se manifestă fenomenul de patinare 
Alunecare în 
jos r

c
r

rr µ
+µ<<

µ
−µ  

Alunecare în 
jos şi 
rostogolire în 
sus 

r
c rµ

+µ>  

Alunecare în 
jos şi 
rostogolire în 
jos 

r
c rµ

−µ<  

 
 
 

( )α−αµ> sincosGF  
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10. Enunţ 
Să se determine 

lungimea, notată cu a, 
aparţinând porţiunii de 
ghidare a tijei tachetului 
din figură, pentru evitarea 
autoblocării, dacă asupra 
acestuia acţionează forţa, 
F , imprimată de cama 
motoare şi reacţiunea, R , a 
arcului. Se cunoaşte 
valoarea coeficientului de 
frecare, µ, care este aceeaşi 
în toate punctele de contact 
cu ghidajul. 
 

Rezolvare 
Eliberând legăturile şi 

introducând reacţiunile 
corespunzătoare, se scriu 
următoarele ecuaţii scalare 
de echilibru static, care 

trebuie îndeplinite pentru funcţionarea corectă a tachetului 
 

( ) 0aN
2

d
TTxF

TTRF

0NN

212

21

21

=⋅−−+⋅

++≥
=−

 

 

la care se adaugă condiţiile impuse de apariţia fenomenului de 
frecare 
 

22

11

NT

NT

⋅µ=
⋅µ=

 

 

d

x

a

R

N1

N2

T1

T2

F
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Prin rezolvare se obţine 
 






 µ−≤

a

x
21FR  

 

pentru ca relaţia obţinută să fie posibilă, trebuie ca lungimea de 
ghidare să satisfacă condiţia 
 

0
a

x
2a >µ−  

 

Se menţionează că distanţa x la care acţionează forţa 
motoare F  este, de obicei, cunoscută, ea fiind determinată de 
profilul camei de acţionare. 

 

11. Enunţ 
În figură se consideră o pană de forma unui triunghi 

isoscel cu unghiul la vârf 2α. Coeficientul de frecare de 
alunecare între pană şi locaşul ei este µ. Să se determine condiţia 
de autofixare a penei în locaş şi raportul dintre forţa necesară 
introducerii, respectiv scoaterii penei din locaş. 

�������
�������
�������

2αααα  
2αααα  2αααα  

Fi Fi
Fs Fs

Ni N i
N i

Ni

Ti Ti Ti Ti

introducere scoatere  
 
Rezolvare 
Eliberând legăturile şi introducând reacţiunile cores-

punzătoare, se scriu următoarele ecuaţii scalare de echilibru 
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static care trebuie îndeplinite pentru introducerea respectiv 
scoaterea penei în/din locaşul său 
 

( )

( )∑∑∑

∑∑∑

===

===

α−αµ=α−αµ=

αµ+α=αµ+α=

n

1i
i

n

1i
i

n

1i
is

n

1i
i

n

1i
i

n

1i
ii

Nsincos2sinN2cosN2F

Ncossin2cosN2sinN2F

 

 

Împărţind cele două relaţii, se obţine 
 

α−αµ
αµ+α=

sincos

cossin

F

F

s

i  

 

Pentru ca pana să rămână autofixată după batere, este 
necesar ca valoarea forţei de scoatere să fie pozitivă sau cel 
puţin nulă, adică 
 

µ≤α⇔≥α−αµ tg0sincos  
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CAPITOLUL 7 
 

STATICA SISTEMELOR MATERIALE 
 

Acest capitol tratează unele aspecte esenţiale privind 
statica sistemelor de puncte materiale şi de solide rigide 
oarecare, în particular de bare articulate. În ultima parte se va 
trata şi statica firelor. Capitolul prezintă şi câteva aplicaţii 
rezolvate, considerate a fi reprezentative pentru problematica 
studiată. 

 

7.1. STATICA SISTEMELOR 
       DE PUNCTE MATERIALE 
 

Definiţia 7.1: 
Se numeşte sistem de puncte materiale, o mulţime finită 

de n puncte materiale aflate în interacţiune mecanică. 
 

Un sistem de n puncte materiale libere în spaţiu, are 3n 
grade de libertate, deoarece pentru un singur punct aparţinând 
sistemului, este necesară cunoaşterea a 3 parametri scalari 
independenţi care îi definesc poziţia în spaţiu. 

Un sistem de n puncte materiale supus la legături, are 
anumite restricţii geometrice impuse de aceste legături şi care 
sunt exprimate cu ajutorul unui număr, m, de relaţii scalare 
independente între ele. Numărul gradelor de libertate, N, pentru 
un sistem spaţial de puncte materiale se determină cu relaţia 

 

mn3N −=                                          (7.1) 
 

Legăturile punctelor materiale ale unui sistem pot fi: 
! interioare (când se limitează libertatea de mişcare 

reciprocă a două puncte materiale aparţinând sistemului); 
! exterioare (când se limitează libertatea de mişcare a 

unora din punctele materiale aparţinând sistemului în raport cu 
mediul exterior). 

Forţele care acţionează asupra unui sistem de puncte 
materiale pot fi: 
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! exterioare, n,...,1i,Fi =  sunt forţele cu care 
acţionează mediul material exterior asupra sistemului de puncte 
materiale (indicele exprimă punctul din sistem asupra căruia se 
acţionează); 

! interioare, ji,n,...,1j,i,Fij ≠=  sunt forţele care se 
exercită între două puncte materiale aparţinând sistemului 
(indicele i se referă la punctul asupra căruia este aplicată forţa, 
iar indicele j se referă la punctul care exercită această forţă). 
 

Definiţia 7.2: 
Un sistem de n puncte materiale se numeşte în echilibru 

static, dacă fiecare punct material al său este în echilibru. 
 

Exprimarea analitică a definiţiei 7.2, reprezintă condiţia 
necesară şi suficientă pentru realizarea echilibrului static a unui 
sistem de puncte materiale şi se scrie: 

 

ji;n,...,2,1i,0FF
n

1j
iji ≠==+ ∑

=

        (7.2) 

 

Relaţiile (7.2) reprezintă sistemul fundamental al 
ecuaţiilor de echilibru static pentru un sistem de n puncte 
materiale şi se poate scrie desfăşurat în forma următoare 

 

0F...F...FFF

0F...F...FFF

0F...F...FF

0F...F...FF

1n,nnj2n1nn

inij2i1ii

n2j2212

n1j1121

=+++++

=+++++

=++++

=++++

−

!

!
             (7.3) 

 

Adunând membru cu membru ecuaţiile sistemului (7.3), se 
obţine 
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ji,0FF
n

1i

n

1i

n

1j
iji ≠=+∑ ∑∑

= = =

                 (7.4) 

 

Deoarece forţele interioare ji,n,...,1j,i,Fij ≠=  sunt, 

două câte două egale în modul şi opuse ca sens, suma dublă din 
relaţia (7.4) este nulă.  

Se obţine astfel, prima condiţie necesară pentru ca un 
sistem de puncte materiale să fie în echilibru: suma vectorială a 
forţelor exterioare să fie nulă, ceea ce se traduce prin 

 

n,...,1i,0F
n

1i
i ==∑

=

                           (7.5) 

 

Multiplicând relaţiile (7.3) vectorial la stânga cu 1r , 2r ,…, 

respectiv nr  şi adunându-le apoi membru cu membru, se obţine 
 

ji,0FrFr
n

1i

n

1i

n

1j
ijiii ≠=×+×∑ ∑∑

= = =

                 (7.6) 

 

Suma dublă din relaţia (7.6) este, de asemenea, nulă. 
Se obţine astfel, a doua condiţie necesară pentru ca un 

sistem de puncte materiale să fie în echilibru: suma vectorială a 
momentelor forţelor exterioare să fie nulă, ceea ce se traduce 
prin 

 

ji,0Fr
n

1i
ii ≠=×∑

=

                            (7.7) 

 

Relaţiile (7.5) şi (7.6) conduc la următoarea concluzie: 
Pentru ca un sistem de puncte materiale să fie în echilibru 

static, este necesar ca torsorul forţelor exterioare care îl 
acţionează să fie nul, în raport cu un punct arbitrar ales. 

 

Pe această bază au fost enunţate următoarele teoreme: 
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Teoremă (teorema solidificării): 
Dacă un sistem de puncte materiale deformabil este în 

echilibru static, atunci el rămâne în echilibru şi dacă este 
considerat rigid. 

 

Teoremă (teorema echilibrului părţilor): 
Dacă dintr-un sistem de puncte materiale, aflat în echilibru 

static, se izolează o parte (denumită subsistem), ea este în 
echilibru sub acţiunea forţelor care o acţionează. 
 

7.2. STATICA SISTEMELOR DE SOLIDE RIGIDE 
 

Definiţia 7.3: 
Se numeşte sistem de solide rigide, o mulţime finită de n 

corpuri materiale rigide aflate în interacţiune mecanică. 
 

Ca şi în cazul solidului rigid, pentru a defini complet 
poziţia unui sistem de solide rigide, trebuie cunoscut numărul 
gradelor de libertate. 

Un sistem de n solide rigide libere în spaţiu, are 6n grade 
de libertate, deoarece pentru un singur rigid aparţinând 
sistemului, este necesară cunoaşterea a 6 parametri scalari 
independenţi care îi definesc poziţia în spaţiu. 

Un sistem de n solide rigide supus la legături, are anumite 
restricţii geometrice impuse de aceste legături şi care sunt 
exprimate cu ajutorul unui număr, m, de relaţii scalare 
independente între ele. Numărul gradelor de libertate, N, pentru 
un sistem spaţial de solide rigide se determină cu relaţia 

 

mn6N −=                                          (7.8) 
 

Legăturile unui sistem de solide rigide sunt de tipul celor 
studiate la statica solidului rigid supus la legături (v. Capitolul 6 
paragraful 6.2.) şi pot fi: 

! interioare (când se limitează libertatea de mişcare 
reciprocă a două corpuri materiale aparţinând sistemului); 
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! exterioare (când se limitează libertatea de mişcare a 
unora din corpurile materiale aparţinând sistemului în raport cu 
mediul exterior). 

Forţele care acţionează asupra unui sistem de n solide 
rigide pot fi: 

! exterioare, n,...,1i,Fi =  sunt forţele cu care 
acţionează mediul material exterior asupra sistemului de solide 
rigide (indicele i exprimă rigidul din sistem asupra căruia se 
acţionează); 

! interioare, ji,n,...,1j,i,Fij ≠=  sunt forţele care se 
exercită între două solide rigide aparţinând sistemului (indicele i 
se referă la rigidul asupra căruia este aplicată forţa, iar indicele j 
se referă la rigidul care exercită această forţă). 
 

Definiţia 7.4: 
Un sistem de n solide rigide se numeşte în echilibru static, 

dacă fiecare corp material al său este în echilibru şi reciproc, n 
corpuri materiale aflate în echilibru, alcătuiesc un sistem de 
solide rigide aflat în echilibru static. 

 

Problemele privind statica sistemelor de solide, sunt 
aceleaşi ca şi în cazul staticii solidelor rigide şi al sistemelor de 
puncte materiale. Pentru rezolvarea acestora, se recomandă mai 
multe metode, care au la bază teoremele prezentate în studiul 
staticii sistemelor de puncte materiale. 

 

Metoda izolării corpurilor 
Dacă un sistem de solide rigide libere sau supuse la 

legături este în echilibru static, atunci fiecare solid rigid al 
sistemului material este în echilibru static. 

Aplicarea acestei metode presupune parcurgerea următo-
rului algoritm: 

a) se izolează fiecare rigid al sistemului considerat, 
aplicându-i toate forţele exterioare şi interioare, şi se introduc 
elementele mecanice (forţe şi momente) corespunzătoare 
legăturilor care-l acţionează (este important de reţinut că la 
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introducerea forţelor interioare şi a elementelor mecanice de  
legătură trebuie să se aibă în vedere respectarea principiului 
acţiunii şi reacţiunii); 

b) se scriu şi se rezolvă ecuaţiile de echilibru static. 
Metoda izolării corpurilor este cea mai generală metodă de 

studiu a echilibrului sistemelor de solide rigide şi se dovedeşte 
eficientă atunci când este necesară cunoaşterea reacţiunilor 
introduse de legăturile la care este supus sistemul şi a tuturor 
parametrilor care determină poziţia sa de echilibru 

 

APLICAŢII 
 

1. Enunţ 
În figură se consideră o sferă având greutatea 2P care este 

rezemată fără frecare, în punctele A şi B, pe două semisfere 
având, fiecare, greutatea P. Cunoscând valoarea unghiului α, se 
cere să se determine valoarea coeficientului de frecare, µ, dintre 
semisfere şi suprafaţa orizontală, pentru ca sistemul considerat 
să fie în echilibru. 

O

GIIGI

P P

2P

αααα  αααα  

A B

 
Rezolvare 
Se aplică metoda izolării corpurilor. Aşa cum se arată şi în 

figură, s-au izolat corpurile, s-au eliberat de legături şi s-au 
figurat toate forţele care acţionează fiecare corp în parte. 
Pentru corpul I se scriu următoarele ecuaţii scalare de echilibru 

0P2sinNsinN

0cosNcosN

BA

BA

=−α+α
=α−α

 



STATICA SISTEMELOR MATERIALE 
 

 217 

x

G II
x

y

O

P
N

T

2P

NB

NB

αααα  

αααα  αααα  

corpul I corpul II
 

Prin rezolvare se obţine 

α
==

sin

P
NN BA  

Pentru corpul II se scriu următoarele ecuaţii scalare de 
echilibru 

0xN

0NPsinN

0TcosN

B

B

=⋅
=+−α−

=−α
 

La aceste ecuaţii se adaugă condiţia impusă de existenţa 
frecării 

NT µ≤  
Prin rezolvare se obţine 

α=
=
=

PctgT

0x

P2N

 şi, deci, α≥µ ctg
2

1
 

 
Metoda solidificării 
Dacă un sistem de solide rigide libere sau supuse la 

legături este în echilibru static, atunci el poate fi considerat ca 
un solid rigid unic obţinut prin solidificarea sistemului 
considerat iniţial. 
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Aplicarea acestei metode presupune parcurgerea următo-
rului algoritm: 

a) se consideră sistemul de solide rigide, ca un singur 
corp material căruia i se aplică toate forţele exterioare şi se 
introduc elementele mecanice (forţe şi momente) 
corespunzătoare legăturilor cu mediul material exterior; 

b) se scriu şi se rezolvă ecuaţiile de echilibru static. 
Metoda solidificării corpurilor se aplică, în general, atunci 

când este necesară cunoaşterea doar a reacţiunilor introduse de 
legăturile la care este supus sistemul de solide rigide cu mediul 
material exterior. 
 

APLICAŢII 
 

2. Enunţ 
În figura de mai jos, se consideră un sistem de solide 

rigide alcătuit din bare, EF,BC,AB  fixate prin articulaţiile 
din punctele B, C, D, E şi prin reazemul simplu din punctul A. 

A

B

C

D

E F

P
αααα  

aa

a

A

B

C

D

E F

P

αααα  

NV

H

 
Se cere să se determine reacţiunile din legăturile exte-

rioare, cunoscând forţa P , valoarea unghiului α şi distanţa a. 
 

Rezolvare 
Se aplică metoda solidificării corpurilor. 
Aşa cum se arată şi în figură, barele s-au solidificat şi 

corpul astfel obţinut s-a eliberat de legăturile exterioare 
(articulaţia din punctul C şi reazemul simplu din punctul A) şi  
s-au figurat forţele exterioare care acţionează acest corp. 



STATICA SISTEMELOR MATERIALE 
 

 219 

Se scriu următoarele ecuaţii scalare de echilibru 
 

0cosaPsina2Pa2N

0NsinPV

0cosPH

=α⋅−α⋅−⋅
=+α−

=α+−
 

 

Prin rezolvare se obţine 
 

α−=

α=

α+α=

cos
2

P
V

cosPH
2

cossin2
PN

 

 

Metoda echilibrului părţilor 
Dacă un sistem de solide rigide libere sau supuse la 

legături este în echilibru static, atunci o parte oarecare din 
sistem, poate fi considerat ca un solid rigid aflat, de asemenea, 
în echilibru static. 

 

Aplicarea acestei metode presupune parcurgerea 
următorului algoritm:  

a) se izolează subsistemul care urmează a fi studiat, 
căruia i se aplică toate forţele exterioare şi interioare şi se 
introduc elementele mecanice (forţe şi momente) corespun-
zătoare legăturilor care-l acţionează; 

b) se scriu şi se rezolvă ecuaţiile de echilibru static. 
Metoda solidificării corpurilor se aplică, în general, atunci 

când este necesară cunoaşterea doar a reacţiunilor introduse de 
legăturile la care este supus sistemul de solide rigide cu mediul 
material exterior. 
 

APLICAŢII 
 

2. Enunţ 
Laminorul din figură, este format din doi cilindri verticali 

de rază r, care se rotesc în sens opus. Distanţa dintre cilindri este 
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a, iar coeficientul de frecare dintre corpul laminat şi cilindri este 
1,0=µ . Să se determine grosimea maximă, d, a corpului de 

laminat. 

d

A

B

NA

NB

TA

TB

O 1

O2

αααα  

d
A

B
a

 
Rezolvare 
Se aplică metoda echilibrului părţilor . 
Aşa cum se vede şi în figură, s-a izolat corpul de laminat, 

cel care prezintă interes pentru rezolvarea problemei, şi s-a 
eliberat de legăturile cu cei doi cilindri în punctele A şi B şi s-au 
figurat reacţiunile care acţionează acest corp. 

Se scrie următoarea ecuaţie scalară de echilibru care face 
posibilă laminarea 

 
( ) ( ) α+µ≤α+ cosNNsinNN BABA  

de unde, 
µ≤αtg  

 

Laminarea este posibilă numai dacă unghiul de prindere, 
α, este mai mic decât unghiul de frecare. 

Grosimea maximă de laminare se obţine din relaţia 
geometrică ce poate fi scrisă în trapezul ABO2O1. 

 

r2acosr2d +=α+  
de unde 

( )α−+= cos1r2ad  
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Din condiţia de laminare se obţine 
 

21

1
cos

µ+
=α  

şi deci, 












µ+
−+≤

21

1
1r2ad  

 

7.3. STATICA SISTEMELOR MATERIALE 
       ARTICULATE - GRINZI CU ZĂBRELE 

 

Definiţia 7.5: 
Un sistem tehnic spaţial sau plan alcătuit din bare rectilinii 

rigide, articulate între ele în puncte numite noduri, se numeşte 
grindă cu zăbrele. 

 

În tehnică, aceste sisteme tehnice nedeformabile de bare 
legate între ele prin articulaţii şi capabile să suporte solicitările 
pentru care au fost proiectate, se întâlnesc la podurile de cale 
ferată, la podurile rulante industriale, la stâlpii de susţinere ai 
cablurilor electrice, la construcţiile metalice ale macaralelor, la 
structurile de acoperiş etc. 

 

Observaţia 7.2: 
În continuare, vor fi prezentate şi analizate numai 

sistemele materiale articulate plane – grinzi cu zăbrele plane. 
 

7.3.1. Definiţii. Ipoteze simplificatoare 
 

A B

C D

E F
 

Fig. 7.1. 
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În Figura 7.1, s-a considerat o grindă plană cu zăbrele, 
pentru care se disting următoarele elemente constructive: 

! nodurile – care sunt reprezentate de punctele de 
articulare a barelor (A, B, C, D, E, F); 

! tălpile – care sunt reprezentate de barele exterioare ale 
grinzii (ACDB şi AEFB); 

! zăbrelele – care reprezintă barele care leagă tălpile 
între ele. Dacă zăbrelele sunt verticale, ele se numesc montanţi 
(CE, DF) iar dacă zăbrelele sunt înclinate, ele se numesc 
diagonale (CF); 

! legăturile exterioare ale grinzii cu zăbrele – care pot fi 
reprezentate de articulaţii (A) şi reazeme simple (B). 

 

Problema care trebuie rezolvată în cazul grinzilor cu 
zăbrele se referă la determinarea mărimii şi orientării eforturilor 
care solicită barele sistemului tehnic considerat. 

Sunt valabile următoarele ipoteze simplificatoare: 
! barele care alcătuiesc grinda cu zăbrele sunt modelate 

ca linii materiale, ele fiind considerate rectilinii şi având 
secţiunile transversale de dimensiuni neglijabile în raport cu 
lungimea lor; 

! nodurile care alcătuiesc grinda cu zăbrele sunt 
modelate ca puncte materiale, articulaţiile care fac legătura între 
bare fiind considerate plane, de dimensiuni mici şi fără frecare; 

! eforturile exterioare care acţionează asupra unei grinzi 
cu zăbrele sunt aplicate numai în noduri şi sunt coplanare cu 
grinda; 

! greutatea proprie a barelor care alcătuiesc grinda cu 
zăbrele, care nu este aplicată în nodurile unei bare, se 
descompune în două componente paralele care acţionează în 
cele două noduri; 

! eforturile interioare care acţionează în barele unei 
grinzi cu zăbrele, sunt aplicate numai în noduri şi acţionează pe 
direcţia longitudinală a axei geometrice a barei, fiind forţe de 
întindere sau de compresiune (se presupune iniţial că eforturile 
sunt de întindere. Dacă din calcule rezultă valori pozitive, 
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înseamnă că într-adevăr eforturile sunt de întindere; dacă rezultă 
valori negative, atunci eforturile sunt de compresiune; dacă 
rezultă valoarea zero, atunci bara nu este solicitată); 

! sistemul tehnic reprezentat de o grindă cu zăbrele se 
consideră plan şi nedeformabil la acţiunea eforturilor exterioare. 
 

Realizarea tehnică a sistemelor materiale plane articulate, 
este, în realitate, mult mai complicată. 

Astfel, la grinzile cu zăbrele, articulaţiile sferice sau 
cilindrice cunoscute, sunt înlocuite cu plăci metalice numite 
gusee, prin intermediul cărora barele care alcătuiesc grinda se 
fixează prin nituire sau sudare – în cazul grinzilor metalice – sau 
cu elemente de continuitate – cazul grinzilor de beton – sau cu 
articulaţii metalice – cazul organelor de maşini. Deoarece acest 
mod de fixare împiedică rotirea relativă a barelor între ele, nu se 
poate vorbi despre o articulaţie propriu-zisă, aşa cum a fost ea 
studiată la paragraful 6.2.2.2. Datorită posibilităţilor tehnice de 
realizare a legăturilor, nu se poate spune că în punctele de 
articulare nu apar frecări. De asemenea, sunt situaţii când 
dimensiunile şi greutăţile proprii ale barelor care alcătuiesc 
grinda cu zăbrele nu se pot neglija. În general, forţele care 
acţionează o grindă cu zăbrele sunt aplicate şi pe bare, nu numai 
în noduri (presiunea vântului, de exemplu). În realitate, sub 
acţiunea multiplelor solicitări statice şi dinamice la care este 
supusă, o grindă cu zăbrele reprezintă un sistem tehnic 
deformabil. 

Rezistenţa materialelor, alături de teoriile elasticităţii şi 
plasticităţii, oferă suportul teoretic şi mijloacele matematice de 
rezolvare a problemelor ridicate de studiul grinzilor cu zăbrele, 
în condiţii cât mai apropiate de realitatea tehnică. 

În continuare, se va ţine seama însă de ipotezele 
simplificatoare prezentate anterior, având în vedere faptul că 
studiile din aceste discipline au dovedit că la o grindă cu zăbrele 
bine conformată (cu unghiuri între bare adiacente mai mari de 
300) aceste ipoteze sunt foarte apropiate de realitate. 
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Se poate conchide astfel, că pentru a putea îndeplini 
funcţiile constructive pentru care a fost proiectată, o grindă cu 
zăbrele, sub acţiunea unui sistem de forţe exterioare, trebuie să 
satisfacă condiţiile de rigiditate geometrică şi să aibă o poziţie 
invariabilă faţă de punctele de legătură care o fixează în raport 
cu mediul material exterior. 

Pentru ca rigiditatea geometrică şi fixarea în plan a unei 
grinzi cu zăbrele să fie asigurate, este necesar să fie respectată o 
relaţie bine determinată între numărul barelor, b şi numărul 
nodurilor, n din care aceasta este alcătuită. 

În baza ipotezelor simplificatoare acceptate, un nod izolat 
al unei grinzi cu zăbrele reprezintă un punct material care, sub 
acţiunea unui sistem concurent de forţe plane, trebuie să fie în 
echilibru static. Această condiţie este exprimată de două ecuaţii 
scalare, deci de 2n ecuaţii scalare de echilibru pentru toată 
grinda. În aceste ecuaţii apar ca necunoscute forţele care 
acţionează în cele b bare ale sistemului şi reacţiunile, r, 
introduse de legăturile cu mediul material exterior.  

O condiţie necesară pentru ca grinda cu zăbrele să fie 
static determinată este ca numărul ecuaţiilor scalare de echilibru 
static care se pot scrie să fie egal cu numărul necunoscutelor 
introduse în sistem. Prin urmare, o condiţie necesară este relaţia 

 

rbn2 +=                                            (7.9) 
 

Este necesar, aşa cum s-a precizat anterior, ca poziţia 
fiecărui nod, în raport cu celelalte să fie invariabilă, iar sistemul 
tehnic, în ansamblul său, să aibă numărul necesar şi suficient de 
legături care să-i asigure fixarea în plan. 

Poziţia relativă a unui nod, i, faţă de 
un nod, j, este invariabilă, când cele două 
noduri sunt legate printr-o bară de lungime 
constantă, aşa cum se arată în Figura 7.2.  

Un al treilea nod, k, necesită două 
bare, i-k şi j-k, pentru a legat de primele 

    Fig. 7.2.        două noduri considerate. 
 

i

j

i

j
k

a) b)
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Se obţine astfel, cea mai simplă figură geometric 
invariabilă, triunghiul. Orice alt nod poate fi legat de restul 
structurii prin intermediul a două bare. 

Se poate conchide că, pentru fiecare nod al unei grinzi cu 
zăbrele sunt necesare două bare, cu excepţia primelor două 
noduri pentru legarea cărora este suficientă o singură bară. Prin 
urmare, pentru a realiza o poziţie geometrică invariabilă, este 
necesar ca grinda cu zăbrele să aibă un număr de bare, 

 

( ) 3n212n2b −=+−=                    (7.10) 
 

În plus, trebuie prevăzut şi numărul minim de legături 
pentru a fixa grinda în raport cu mediul material exterior. O 
grindă plană este un sistem rigid cu trei grade de libertate, deci, 
pentru fixarea ei, legăturile exterioare introduc trei necunoscute, 

 

3r =                                                   (7.11) 
 

Însumând relaţiile (7.10) şi (7.11), se obţine 
 

n2rb =+                                          (7.12) 
 

relaţie care exprimă condiţiile necesare pentru determinarea 
numărului minim de legături care asigură stabilitatea geometrică 
şi poziţia invariabilă care fixează grinda cu zăbrele în raport cu 
mediul material exterior. 

Relaţia (7.12) stabileşte condiţii cantitative între numărul 
nodurilor, barelor şi al reacţiunilor introduse de legăturile cu 
mediul material exterior, dar nu dau nici o indicaţie în ceea ce 
priveşte modul de distribuire al acestor elemente. De aceea, 
relaţia (7.12) este necesară, dar nu şi suficientă, pentru studiul 
echilibrului static al unei grinzi cu zăbrele. 

 

7.3.2. Metode analitice şi grafice de studiu  
       a echilibrului static al grinzilor cu zăbrele 
 

Se cunosc următoarele modalităţi de studiu a echilibrului 
static al grinzilor cu zăbrele: 
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! metoda izolării nodurilor; 
! metoda secţiunilor (metoda Ritter); 
! metoda grafică: 

! metoda Cremona; 
! metoda Culmann 

 

Metoda izolării nodurilor 
 

Metoda izolării nodurilor este o metodă analitică de 
determinare a forţelor care solicită barele unei grinzi cu zăbrele 
şi se bazează pe teorema echilibrului părţilor. În baza acestei 
teoreme, pentru o grindă cu zăbrele aflată în echilibru static, 
orice parte a sa este în echilibru, deci şi orice nod al său este în 
echilibru static. 

Metoda constă în izolarea tuturor nodurilor grinzii cu 
zăbrele, fiecare nod fiind considerat un punct material acţionat 
de un sistem de forţe coplanare concurente în nodul considerat. 
Pentru fiecare nod izolat se pot scrie două ecuaţii scalare de 
echilibru, deci, pentru o grindă cu zăbrele având n noduri, se pot 
scrie 2n ecuaţii scalare de echilibru. Evident, în urma izolării 
nodurilor, barele grinzii introduc ca necunoscute forţele care le 
acţionează, la care se adaugă, tot ca necunoscute, reacţiunile 
introduse de legăturile eliberate. 

Pentru aplicarea metodei izolării nodurilor, se izolează, pe 
rând, fiecare nod, urmărind ca, la fiecare izolare, să nu existe 
mai mult de două necunoscute. Pentru aceasta, este util să se 
determine, mai întâi, reacţiunile din legăturile exterioare, prin 
metoda solidificării, prezentată la paragraful 7.2. Pentru cazurile 
mai complexe, la care numărul de noduri izolate este mare şi 
apar noduri în care există mai mult de două necunoscute, metoda 
rezolvării succesive a ecuaţiilor scalare de echilibru static este 
extrem de anevoioasă, fiind necesară utilizarea unor metode 
numerice speciale pentru rezolvarea sistemelor de ecuaţii liniare, 
metode care permit programarea asistată de calculator în 
vederea scurtării timpilor de rezolvare. 
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Metoda este utilizată în calculele de proiectare, unde 
trebuie cunoscute toate forţele care solicită sistemul, în vederea 
unei dimensionări corecte. 

 

APLICAŢII 
 

1. Enunţ 
Să se determine forţele din barele grinzii cu zăbrele din 

figura de mai jos, formată din şapte bare de lungime l, articulată 
în punctul O şi simplu rezemată în punctul A. Grinda este 
acţionată de o forţă având mărimea 4P, aplicată în punctul B şi 
de o forţă având mărimea 2P, aplicată în punctul C. 

O A

B

C

D

4P

2P

O A

B

C

D

4P

2PV

H

N

x

y

1
23

4

5
6

7

 
Rezolvare 
Deoarece toate nodurile au mai mult de două necunoscute, 

se determină, mai întâi, reacţiunile din legăturile exterioare, 
scriind ecuaţiile scalare de echilibru pentru grinda solidificată 

( )

( )

( ) 0lP2
2

l3
P4l2N0'R;RM

0
2

l
P4lP2l2V0'R;RM

0H0'RR

O

A

peOx

=⋅−⋅−⋅=

=⋅−⋅−⋅⇔=

=⇔=+

∑

∑

∑

 

de unde, se obţine 
P4N;P2V;0H ===  
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A x

y

N=4P

T1

T2

x

y

BT4

T3

4P

P
3

38

x

y

C

2P

T5

T6

P
3

34

P
3

34

P
3

34

x

y

D

T7

x

y

O

P
3

34

P
3

322P
 

Se izolează fiecare nod, aşa cum se vede şi în figură, se 
evidenţiază toate forţele care acţionează asupra nodurilor şi se 
scriu ecuaţiile scalare de echilibru, după cum urmează: 

Nodul A 

( )

( ) 0
3

sinTP40'RR

0
3

cosTT0'RR

2
peOy

21
peOx

=π+⇔=+

=π−−⇔=+

∑

∑
 

de unde, se obţine 

P
3

38
T;P

3

34
T 21 −==  

Nodul B 

( )

( ) 0P4
3

sinP
3

38

3
cosT0'RR

0
3

cosP
3

38

3
cosTT0'RR

3
peOy

34
peOx

=−π+π−⇔=+

=π−π−−⇔=+

∑

∑
 

de unde, se obţine 

P
3

34
T;0T 43 −==  
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Nodul C 

( )

( ) 0P2
3

cosT0'RR

0P
3

34

3
cosTT0'RR

5
peOy

56
peOx

=−π⇔=+

=+π−−⇔=+

∑

∑
 

de unde, se obţine 

P
3

32
T;P

3

34
T 65 ==  

Nodul D 

( )

( ) 0
3

sinP
3

34

3
cosT0'RR

0P
3

34

3
cosP

3

34

3
cosT0'RR

7
peOy

i

7
peOx

=π−π−⇔=+

=−π+π−⇔=+

∑

∑
 

de unde, se obţine 

P
3

34
T7 −=  

Nodul O 

( )

( ) 0P2
3

cosP
3

34
0'RR

0P
3

32

3
cosP

3

34
0'RR

peOy

peOx

=+π−⇔=+

=+π−⇔=+

∑

∑
 

O ecuaţie de la nodul D şi ecuaţiile nodului O servesc 
pentru verificarea corectitudinii rezolvării problemei. 

 

Metoda secţiunilor (metoda Ritter) 
 

Metoda secţiunilor sau metoda lui Ritter este o metodă 
analitică de determinare a forţelor care solicită barele unei grinzi 
cu zăbrele şi se bazează pe teorema echilibrului părţilor. În baza 
acestei teoreme, pentru o grindă cu zăbrele în echilibru static, 
orice parte a sa este în echilibru. 
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Metoda constă în secţionarea completă a grinzii cu 
zăbrele, deci sistemul se împarte în două părţi distincte 
considerate în echilibru. Forţele care acţionează o parte a grinzii 
cu zăbrele formează un sistem de forţe plane, iar condiţia de 
echilibru se exprimă prin trei ecuaţii scalare, deci se pot 
determina numai trei necunoscute. Secţionarea se face deci, prin 
cel mult trei bare între care trebuie să se afle şi bara care 
urmează a fi analizată.  

Este util să se determine, mai întâi, reacţiunile din 
legăturile exterioare, prin metoda solidificării, prezentată la 
paragraful 7.2.  

Avantajul esenţial al metodei constă în faptul că, pentru 
fiecare necunoscută, este posibilă scrierea unei ecuaţii scalare 
care să conţină numai acea necunoscută. Aceasta este posibil 
dacă se folosesc ecuaţii de momente în raport cu puncte 
convenabil alese, care să elimine două dintre cele trei 
necunoscute.  

Metoda este specifică mai ales pentru realizarea calculelor 
de verificare a dimensionărilor grinzilor cu zăbrele. 

 

APLICAŢII 
 

2. Enunţ 
Să se determine forţele din barele 4 şi 5 ale grinzii cu 

zăbrele din figura de mai jos, formată din şapte bare de lungime 
l, articulată în punctul O şi 
simplu rezemată în punctul 
A. Grinda este acţionată de o 
forţă având mărimea 4P, 
aplicată în punctul B şi de o 
forţă având mărimea 2P, 
aplicată în punctul C. 
 

Rezolvare 
Se aplică metoda 

secţiunilor.  

O A

B

C

D

4P

2P

1
23

4

5
6

7
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Deoarece toate nodurile au mai mult de două necunoscute, 
se determină, mai întâi, reacţiunile din legăturile exterioare, 
scriind ecuaţiile scalare de echilibru pentru grinda solidificată 

( )

( )

( ) 0lP2
2

l3
P4l2N0'R;RM

0
2

l
P4lP2l2V0'R;RM

0H0'RR

O

A

peOx

=⋅−⋅−⋅⇔=

=⋅−⋅−⋅⇔=

=⇔=+

∑

∑

∑

 

de unde, se obţine 
P4N;P2V;0H ===  

 

Se secţionează grinda prin barele 4, 5 şi 6, incluzând 
barele 4 şi 5 care interesează. 

Se pot scrie ecuaţii scalare de echilibru, pentru oricare 
dintre părţile secţionate, pentru care s-au introdus şi toate 
necunoscutele care apar în urma secţionării, preferându-se 
soluţia care conduce cel mai rapid la rezolvarea problemei. 

AO

B

C

D

4P

V=2P N=4P

T5

T6T6

T4

C

y

V=2P

T4

T5

 
Pentru aceasta, în vederea determinării necunoscutei T4, se 

scrie o ecuaţie de momente în raport cu punctul C, (în partea 
dreaptă a grinzii) şi anume, 

0
2

3l
T

2

l
4P-lP4 4 =⋅+⋅  
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de unde, se obţine 

P
3

34
T4 −=  

Pentru determinarea necunoscutei T5, se scrie o ecuaţie de 
proiecţie pe direcţia axei verticale, Oy. 

0P2
2

3
T5 =−  

de unde, se obţine 

P
3

34
T5 =  

 

Metoda Cremona 
 

Metoda Cremona poate fi utilizată pentru orice grindă 
plană cu zăbrele, ea reprezentând aplicarea grafică a metodei 
analitice a izolării nodurilor. 

Metoda presupune construirea succesivă a poligoanelor 
închise de forţele rezultate din ecuaţiile scalare de echilibru 
scrise pentru fiecare nod. 

 

Metoda Culmann 
 

Metoda Culmann poate fi utilizată pentru orice grindă 
plană cu zăbrele, ea reprezentând aplicarea grafică a metodei 
analitice a secţiunilor. 

Metoda reprezintă exprimarea grafică a condiţiilor de 
echilibru pentru o parte secţionată a unei grinzi cu zăbrele şi 
permite determinarea a trei forţe necunoscute care acţionează în 
barele grinzii. 

 

Observaţia 7.3: 
Metodele grafice de rezolvare a problemelor de echilibru 

static al grinzilor cu zăbrele, sunt specifice mai ales activităţilor 
de proiectare şi prezentarea lor detaliată nu face obiectul acestei 
lucrări. 
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7.4. STATICA FIRELOR 
 

Unul dintre modelele teoretice utilizate în mecanică, este 
linia materială, model care se aplică acelor domenii materiale la 
care două dintre dimensiuni, lăţimea şi grosimea, sunt relativ 
mici în raport cu lungimea şi nu joacă practic nici un rol în 
desfăşurarea mişcării. Acest model are ca elemente 
caracteristice o linie geometrică care poate fi dreaptă sau curbă, 
ca reprezentant al axei domeniului material şi o masă, distribuită 
pe unitatea de lungime, ca mărime ce caracterizează inerţia 
domeniului considerat. Liniile materiale pot fi bare dacă opun 
rezistenţă la încovoiere sau fire dacă nu opun rezistenţă la 
încovoiere. 

 

Definiţia 7.6: 
Se numeşte fir, o linie materială perfect flexibilă (nu 

opune rezistenţă la modificarea formei) şi inextensibilă (nu-şi 
modifică lungimea sub acţiunea forţelor exterioare aplicate). 

 

Exemple de fire: cabluri diverse, curele, conductoare 
electrice etc. 

 

7.4.1. Ecuaţia generală a firelor 
 

Problema echilibrului static al firelor constă în deter-
minarea formei de echilibru, numită curbă funiculară şi a forţei 
interioare din orice secţiune a unui fir supus acţiunii unui sistem 
de forţe exterioare. Soluţia acestei probleme este dată de 
rezolvarea ecuaţiei generale a firelor. 

În Figura 7.3, se consideră un fir, prins la capetele A şi B, 
care este supus acţiunii unei forţe, p , distribuită după o lege 
oarecare pe lungimea firului. Se izolează un element de fir 

'MM , definit de punctele M şi 'M  care au coordonatele 
curbilinii s respectiv ss ∆+ . În baza teoremei echilibrului 
părţilor, elementul de fir izolat, trebuie să fie în echilibru sub 
acţiunea forţei exterioare rezultante, P∆ , aplicată în punctul 

''M  şi a forţelor interioare ( )sT−  şi ( )ssT ∆+ .  
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A B

M M '

P

∆∆∆∆  p
(s)  -T

∆∆∆∆ s 

s

M '
M ''

M

T (s)  

 
Fig. 7.3. 

 

Se scriu următoarele ecuaţii vectoriale de echilibru: 
 

( ) ( )
( )[ ] 0P''M'MsTM'M

0PssTsT

=∆×+−×

=∆+∆++−
                (7.13) 

 

Împărţind prin s∆  şi trecând la limită, 0s →∆ , se obţine, 
pentru prima ecuaţie a relaţiei (7.13) 

 

( ) ( )
0

s

P
lim

s

sTssT
lim

0s0s
=

∆
∆+

∆
−∆+

→∆→∆
              (7.14) 

 

Primul termen al relaţiei (7.14) reprezintă derivata forţei 
interioare din fir în raport cu arcul s, iar al doilea termen 
reprezintă forţa distribuită pe unitatea de lungime, astfel că, se 
poate scrie, 

 

0p
ds

Td =+                                        (7.15) 

 

Pentru a doua ecuaţie a relaţiei (7.13), se obţine 
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( ) 0
s

P
''M'MlimsT

s

'MM
lim

0s0s
=

∆
∆×+×

∆ →∆→∆
        (7.16) 

 

Pentru primul termen al relaţiei (7.16), se observă că 

vectorul 
s

'MM

∆
 tinde, la limită, la versorul tangentei, τ , 

deoarece el este tangent la curbă în punctul M, în condiţiile în 
care, vectorul 'MM care este dirijat după coardă, este tangent la 
curbă, la limită. 

Al doilea termen al relaţiei (7.16) tinde către zero pentru 

0'M''M → , iar p
s

P →
∆
∆ . Rezultă, 

( ) 0sT =×τ                            (7.17) 
sau 

τ⋅= TT                                 (7.18) 
 

Relaţia (7.18) exprimă faptul că T  şi τ  sunt coliniari, iar 
scalarul T este totdeauna pozitiv, deoarece firele nu pot fi supuse 
la compresiune. Se conchide că forţa interioară din fir este 
totdeauna orientată după direcţia tangentei la fir. 

7.4.2. Ecuaţiile diferenţiale ale firelor  
          în sistemul cartezian de coordonate 

Deoarece forţa interioară din 
fir, T  este orientată după direcţia 
tangentei la fir, cosinusurile 

directoare sunt 
ds

dz
,

ds

dy
,

ds

dx
 

deoarece vecto-rul de poziţie al 
unei secţiuni oarecare, C, a firului, 
( )sr , se scrie, în raport cu axele 

sistemului cartezian de coordo-
nate, ( ) ( ) ( ) ( )kszjsyisxsr ++= ,  

              Fig. 7.4.                   aşa cum se vede în Figura 7.4, 

B

A

C(x,y,z)

r(s)

O x

y

z
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iar versorul τ  al tangentei se scrie k
ds

dz
j

ds

dy
i

ds

dx

ds

rd ++==τ . 

Proiecţiile forţei kTjTiTT zyx ++=  pe axele sistemului 

cartezian de coordonate, sunt, în baza relaţiei (7.18), 
 

ds

dz
TT,

ds

dy
TT,

ds

dx
TT zyx ===            (7.19) 

 

Ţinând seama de relaţia (7.19), relaţia (7.15) se poate 
proiecta pe axele sistemului cartezian, astfel: 

 

0p
ds

dz
T

ds

d

0p
ds

dy
T

ds

d

0p
ds

dx
T

ds

d

z

y

x

=+






=+






=+






                           (7.20) 

 

În sistemul de trei ecuaţii dat de relaţia (7.20) există patru 
necunoscute: ( ) ( ) ( )sz,sy,sx  şi ( )sT . A patra ecuaţie 
diferenţială se obţine ştiind că 

 

1
ds

dz

ds

dy

ds

dx
222

=




+





+





              (7.21) 

 

7.4.3. Ecuaţiile diferenţiale ale firelor  
          în sistemul Frenet de coordonate intrinseci 
 

Triedrul Frenet, prezentat în Figura 7.5. este un sistem 
cartezian triortogonal mobil, având originea într-un punct, C, al 
firului şi ca axe: tangenta la fir în punctul considerat, având 
versorul τ , normala principală, conţinută în planul osculator, 
având versorul ν  şi binormala, având direcţia perpendiculară pe 
planul osculator şi versorul β . 
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A

B

C(x,y,z)

τ
ν

β

tangentanormala
principala

binormala
 

Fig. 7.5. 
 

Se cunoaşte prima formulă a lui Frenet, 
 

ν
ρ

=τ 1

ds

d
                               (7.22) 

 

în care, ρ reprezintă raza de curbură a firului. 
Dacă în relaţia (7.15) se ţine seama de relaţia (7.18), se 

poate scrie 
 

( )
0p

ds

Td =+τ⋅
                                 (7.23) 

sau 

p
ds

d
T

ds

dT +τ+τ                                 (7.24) 

 

Se înlocuieşte în relaţia (7.23) relaţia (7.22) şi, punând în 
evidenţă proiecţiile forţei p  pe axele triedrului Frenet, 

βντ p,p,p , se obţine 

 

0ppp
T

ds

dT =β+ν+τ+ν
ρ

+τ βντ                (7.25) 
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Din relaţia (7.25) se deduc trei ecuaţii scalare 
 

0p

0p
T

0p
ds

dT

=

=+
ρ

=+

β

ν

τ

                          (7.26) 

 

Ultima relaţie din sistemul de ecuaţii scalare (7.26), arată 
că firul ia acea formă pentru care suportul forţei p , distribuită în 
lungul firului după o lege oarecare, se află în planul osculator în 
punctul C la curba respectivă. 

 

7.4.4. Cazuri particulare ale staticii firelor  
 

7.4.4.1. Fir neacţionat de forţe exterioare 
 

În această situaţie, 0p = , iar sistemul de ecuaţii scalare 
(7.26) devine 

 

0
T

0
ds

dT

=
ρ

=
                                  (7.27) 

 

Dacă se presupune că firul este întins, atunci 0T ≠  şi, 

deci, 0
1 =
ρ

 şi T=const., ceea ce înseamnă că forma de echilibru 

a firului neacţionat de forţe exterioare este o linie dreaptă, iar 
forţa interioară care acţionează în fir, este de mărime constantă. 

 

7.4.4.2. Fir acţionat de forţe exterioare  
             având direcţia normală pe fir 
 

În această situaţie, ν⋅= pp , iar sistemul de ecuaţii scalare 
(7.26) devine 
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0p
T

0
ds

dT

=+
ρ

=
                              (7.28) 

 

Se observă că T=const., ceea ce înseamnă că forţa 
interioară care acţionează în fir, este de mărime constantă. 

 

7.4.4.3. Fir acţionat de greutatea proprie  
             (firul omogen greu) 
 

În această situaţie, se consideră că firul este situat în planul 
vertical xOy, iar forţa distribuită, p , care acţionează asupra 
firului pe unitatea de lungime este constantă în modul şi egală cu 
greutatea firului pe unitatea de lungime. Sistemul de ecuaţii 
scalare (7.15) devine 

 

0
ds

dz
T

ds

d

0P
ds

dy
T

ds

d

0
ds

dx
T

ds

d

=






=−






=






                             (7.29) 

 

Prin integrarea primei şi ultimei relaţii din sistemul de 
ecuaţii (7.29), se obţine: 

 

21 C
ds

dz
T;C

ds

dx
T ==                                (7.30) 

 

în care C1 şi C2 sunt constante de integrare. Se împart cele două 
relaţii din expresia (7.30) şi se obţine 
 

'C
C

C

dx

dz

1

2 ==                                    (7.31) 
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sau 
 

"Cx'Cz +⋅=                                      (7.32) 
 

Relaţia (7.32), în care 
1

2

C

C
'C =  şi "C  sunt constantele de 

integrare, reprezintă ecuaţia unui plan vertical, ceea ce înseamnă 
că forma de echilibru a unui fir acţionat de greutatea proprie este 
o curbă situată în acest plan vertical. 

Dacă se consideră că planul vertical care conţine forma de 
ecilibru a firului acţionat de greutatea proprie este xOy, atunci, 

0'C =  şi 0"C = . 
Forma de echilibru a firului acţionat de greutatea proprie 

se determină considerând în planul xOy, ecuaţiile 
 

1C
ds

dx
T

0P
ds

dy
T

ds

d

=

=−






                             (7.33) 

 

Se obţine succesiv, eliminând forţa interioară care 
acţionează în fir 

 

0P
ds

dy

dx

ds
C

ds

d
1 =−





 ⋅                     (7.34) 

 

sau 

P
dx

dy

ds

d
C1 =





                                  (7.35) 

 

Se ştie că 
2

22

dx

dy
1dxdydxds 





+=+=  şi înlocuind, 

se obţine 
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P
dx'y1

'dy
C

21 =
+

                            (7.36) 

 

sau 

1
2 C

P

'y1

"y =
+

                                  (7.37) 

 

Efectuând substituţia ush'y = , se obţine uu ch'"y =  şi 
ecuaţia diferenţială (7.37) devine 

 

1
2 C

P

sh1

ch' =
+ u

uu
                                (7.38) 

sau, pentru că uuu chchsh1 22 ==+  se obţine  
 

1C

P
'=u                                   (7.39) 

 

Integrând relaţia (7.39) rezultă 
 

1
1

Bx
C

P +=u                                     (7.40) 

 

în care B1 este constanta de integrare. Revenind la substituţia 
făcută, se ajunge la relaţia 
 







+= 1

1

Bx
C

P
sh'y                            (7.41) 

 

Integrând încă o dată relaţia (7.41), rezultă 
 

21
1

1 BBx
C

P
ch

P

C
y +





+=               (7.42) 
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Notând a
P

C1 = , în care a se exprimă în unităţi de lungime 

şi ţinând seama că B1 şi B2 sunt constante de integrare, se obţine 
 

21 BB
a

x
chay +





 +⋅=                     (7.43) 

 

Curba astfel obţinută şi care este descrisă de ecuaţia (7.43) 
este cunoscută sub numele de lănţişor şi reprezintă forma de 
echilibru a firului omogen greu. 

 

Observaţia 7.4: 
Făcând o translaţie convenabilă de axe, se poate obţine o 

ecuaţie mai simplă, 
sub forma 

 

a

x
chay ⋅=      (7.44) 

 

şi care este reprezen-
tată în Figura 7.6, 
vârful lănţişorului 
găsindu-se pe axa de 
simetrie, Oy, la cota 
a.                                                               Fig. 7.6.  

Pentru determinarea forţei interioare care acţionează în fir, 

se utilizează relaţia 
dx

ds
CT 1=  şi ştiind că dx'y1ds 2+= , iar 

 
a

x
chay ⋅= , rezultă 

 

yp
a

x
chC

a

x
sh1C'y1CT 1

2
1

2
1 ⋅==+=+=       (7.45) 

 

Lungimea unui arc de lănţişor de la vârf la un punct 
oarecare de abscisă x este 

y

BA

O

x
Ca
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a

x
sha

a

x
sha

dx
a

x
chdx

a

x
sh1dx'y1dss

x

0

x

0

x

0

x

0

22

⋅=⋅=

==+=+== ∫ ∫ ∫∫
        (7.46) 

 

7.4.4.4. Fir acţionat de greutatea proprie  
             şi acţionat de forte interne mari (fir puternic întins) 

 

În cazul în care firul este puternic întins, atunci forţa 
internă care acţionează firul este mult mai mare decât greutatea 

proprie a firului şi deci, a
P

C1 =  este foarte mare iar raportul 
a

x
 

este foarte mic. Ecuaţia curbei lănţişorului, dată de relaţia (7.46) 
se poate dezvolta în serie şi, neglijând puterile mari ale 

raportului 
a

x , rezultă 
 

a2

x
a...

a

x

!4

1

a

x

!2

1
1a

a

x
chay

242

+≅











+





+





+=⋅=           (7.47) 

 

care este ecuaţia unei parabole. Raportând această ecuaţie la 
tangenta în vârf şi la axa de simetrie, ecuaţia parabolei devine 
 

a2

x
y

2

=                                   (7.48) 

 

Dacă se cunoaşte distanţa l=AB  dintre punctele de 
suspendare a firului, aşa cum se arată în Figura 7.7, şi săgeata f, 

şi dacă se pune condiţia ca ecuaţia 
a2

x
y

2

=  să fie satisfăcută 

pentru 
2

x
l=  şi f=y , rezultă 

f

l

8
a

2

= , iar ecuaţia parabolei se 

scrie 
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2
2

x
4

y
l

f=          (7.49) 

 

Forţa interioară 
care acţionează în fir, 

ypT ⋅= , din cazul 
lănţişorului, devine, 
dezvoltând în serie şi 
neglijând puterile 

mari ale raportului 
a

x
 

               Fig. 7.7. 
 

f

l

8

p
ap...

a2

x
1ap

a

x
chapypT

2

2

2

=⋅≅







++⋅=⋅⋅=⋅=       (7.50) 

 

Procedând în acelaşi mod şi pentru lungimea totală a 

firului, L, utilizând relaţia 
a

x
shas ⋅=  pentru 

2

L
s =  şi 

2
x

l= , se 

obţine 
 

2

3

53

a24

...
a2!5

1

a2!3

1

a2
a2

a2
sha2L

l
l

llll

+≅

≅











+





+





+=⋅=

         (7.51) 

 

expresie în care, înlocuind 
f

l

8
a

2

= , rezultă 

 

l

f

3

8
lL

2

+=                                      (7.52) 

 
 

y

BA

O

x

f

l



STATICA SISTEMELOR MATERIALE 
 

 245 

7.5. Frecarea firelor 
 

În Figura 7.8 se 
consideră un fir, AB, 
înfăşurat pe un tam-
bur fix de formă 
cilindrică şi de rază 
R, acţionat la extre-
mitatea A de forţa 
rezistentă rF  şi la 
extremitatea B de 
forţa motoare mF .  

                         Fig. 7.8. 
 

Notând cu α unghiul de înfăşurare, cu µ coeficientul de 
frecare de alunecare şi cu N  şi fF  respectiv reacţiunea normală 
şi forţa de frecare pe unitatea de lungime într-un punct M 
corespunzător unghiului la centru θ, ecuaţiile (7.26) se scriu 

 

0N
R

T

0F
ds

dT
f

=−

=−
                                      (7.53) 

 

Ţinând seama că θ= Rdds , rezultă 
 

R

T
N

Rd

dT
Ff

=

θ
=

                                         (7.54) 

 

Condiţia de echilibru NFf µ≤  se scrie 
 

θµ≤⇔µ≤
θ

d
T

dT

R

T

Rd

dT
                 (7.55) 

O

A
B

M

N

Ff

FrFm

αααα  θθθθ  
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şi integrând de la A la B, 
 

µα≤⇔θµ≤ ∫∫
α

r

m

0

F

F F

F
lnd

T

dTm

r

            (7.56) 

 

de unde rezultă, 
 

   µα⋅≤ eFF rm                                       (7.57) 
 

relaţie stabilită de Euler 
 

APLICAŢII 
 

1. Enunţ 
Cunoscând unghiul α, coeficientul de frecare de alunecare, 

µ, momentul, M şi raza discului, r, din figură, se cere să se 
determine valorile forţei, G, pentru care discul rămâne în repaus. 

���
���

V

H

G

O

M

T
r

αααα  

 
Rezolvare 
Ecuaţia de momente scrisă în raport cu punctul O, este 
 

   0rGrTM =⋅−⋅+  
de unde, 

 

    
r

M
GT −=  
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Aplicând formula 
 

    µα≤ eFF rm , rezultă 
 






 α+

π
µ

≤ 2TeG , sau 






 α+

π
µ






 −≤ 2e

r

M
GG , de unde 

 

   

1e

e

r

M
G

2

2

−

⋅≥






 α+

π
µ







 α+

π
µ

 

 

2. Enunţ 
Cunoscând greutatea G , coeficienţii de frecare µ1 şi µ2 

dintre firul şi discurile din figură, se cere să se determine 
valoarea forţei F  pentru a ţine în echilibru greutatea G . 

G

T

���
F

T

µµµµ 1  

µµµµ 2  

2

3π
=α

 
Rezolvare 
Secţionând firul în porţiunea care leagă cele două discuri 

şi notând cu T  forţa interioară care acţionează în fir în această 
secţiune, rezultă 

( )2121 3
222

3

GeF;eF;GeT
µ+µ

π
µ

π
µ

π

≤≤≤  
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Ţinând seama şi de celălalt sens de mişcare, se obţine 
 

( )213
2GeF

µ+µ
π

−
≥  

 

Din aceste două inegalităţi rezultă condiţia de echilibru 
 

( ) ( )2121 3
2

3
2 GeFGe

µ+µ
π

µ+µ
π

−
≤≤  
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CAPITOLUL 8 
 

APLICAŢIILE TEHNICE ALE STATICII 
 

8.1. INTRODUCERE 
 

În acest capitol sunt prezentate a serie de aplicaţii tehnice 
ale staticii care fac parte din categoria dispozitivelor sau 
maşinilor mecanice simple. 

Urmărind să-şi uşureze şi să-şi eficientizeze munca, omul 
a imaginat şi construit, în cursul evoluţiei sale, diferite 
dispozitive mecanice simple, pe care, ulterior, le-a perfecţionat, 
fie în vederea utilizării lor directe, fie ca părţi componente ale 
diferitelor maşini şi instalaţii. 

Din punct de vedere mecanic, un asemenea dispozitiv 
mecanic simplu, reprezintă un rigid (sau un sistem de rigide) 
supus acţiunii unor forţe exterioare şi forţe de legătură, care 
sunt, în cazul cel mai general: 

! o forţă motoare, mF  care determină punerea 
sistemului mecanic în mişcare; 

! o forţă rezistentă rF  care se opune mişcării. 
Întrucât sistemul de forţe care acţionează asupra acestor 

dispozitive trebuie să fie în echilibru, rezolvarea problemelor pe 
care le ridică studiul echilibrului acestor sisteme mecanice, se 
face cu ajutorul conceptelor generale ale staticii prezentate în 
capitolele anterioare. 

De regulă, proiectarea şi construcţia acestor dispozitive 
mecanice simple are în vedere învingerea unor forţe rezistente 
mari întrebuinţând forţe motoare mici, accesibile unei acţionări 
manuale. Uneori însă, forţa motoare poate fi egală sau chiar mai 
mare decât forţa rezistentă; într-o asemenea situaţie justificarea 
existenţei şi utilizării dispozitivului respectiv constând în 
posibilitatea schimbării direcţiei sau sensului forţei motoare. 

Se atrage atenţia asupra faptului că toate dispozitivele 
mecanice simple care sunt prezentate în această lucrare au un 
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singur grad de libertate, reprezentat de parametrul geometric 
(unghi sau distanţă) care îi determină poziţia de echilibru.  

Problema care urmează a fi rezolvată urmăreşte stabilirea 
relaţiei care există între forţa motoare şi forţa rezistentă pentru 
ca sistemul mecanic analizat să fie în echilibru static.  

Deşi dispozitivele mecanice simple sunt foarte numeroase, 
ele se pot reduce la două categorii principale: 

a) dispozitive din categoria planului înclinat: planul 
înclinat, pana, şurubul; 

b) dispozitive din categoria pârghiilor: pârghia, sistemele de 
pârghii articulate, aparatele de cântărit, troliile, scripeţii. 

 

8.2. PLANUL ÎNCLINAT 
 

Definiţia 8.1: 
Planul înclinat este un dispozitiv mecanic simplu, care 

serveşte la ridicarea şi coborârea corpurilor, folosind un cablu 
sau un troliu (exemplu rampele de încărcare-descărcare). 

 

Pentru studiul problemelor ridicate de statica planului 
înclinat, se notează cu Q  greutatea de ridicat sau de coborât şi 
care reprezintă forţa rezistentă QFr ≡  şi cu P  forţa motoare 

PFm ≡  care are direcţia paralelă cu planul înclinat şi care 
reprezintă forţa cu ajutorul căreia greutatea Q  este ridicată sau 
coborâtă pe planul înclinat. 

 

Ridicarea greutăţilor pe planul înclinat 
 

Analizând Figura 8.1 a) şi ţinând seama de frecarea de 
alunecare pe planul înclinat, ecuaţiile de echilibru, la limită, se 
scriu: 

 

0cosFN

0NsinFF

r

r

=α−
=µ−α−

                          (8.1) 

 

Rezolvând sistemul de ecuaţii rezultă: 
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( ) ( )
rrrm kF

cos

sin
FcossinFF =

ϕ
ϕ+α=αµ+α=               (8.2) 

 

unde, µ=ϕ arctg  reprezintă unghiul de frecare, iar cu k s-a notat 

expresia 
( )

ϕ
ϕ+α=αµ+α=

cos

sin
cossink  

Dacă se neglijează frecarea ( )'ksink;0 =α==µ  relaţia 
dintre forţa motoare şi forţa rezistentă devine 

 

rrm F'ksinFF =α=                             (8.3) 

O

PFm ≡

QFr ≡

NT µ= α  

N

lllllllllllllllllllulul ulululululululululuuuuuususususususususususususususnsnsnsnsnsnsnsnsnsnsnsnsnnnnnneneneneneneneneneneneneneeeeesesesesesesesesesesesesesssssssssssss

 
iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii iiiiiiiiiiriiriiriiriiriririririririariariarararararararararararararaacacacacacacacacacacacacaccccscscscscsciscisciscisciscisciscisisisisisisisisisisisismismismimimimimimimimimimimmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

 

O

PFm ≡

QFr ≡

NT µ=

N

α  

O

PFm ≡

QFr ≡

NT µ=

N

α  

β  

a) b)

c)

lllllllllllllllllllulul ulululululululululuuuuuususususususususususususususnsnsnsnsnsnsnsnsnsnsnsnnnnnnneneneneneneneneneneneneneeeesesesesesesesesesesesesessssssssssssss

 
iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii iiiiiiiiriiriiriiriiririririririririariarararararararararararararaaacacacacacacacacacacacacacccscscscscscisciscisciscisciscisciscisisisisisisisisisisismismismimimimimimimimimimimmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

 

lllllllllllllllllllulul ulululululululululuuuuuususususususususususususususnsnsnsnsnsnsnsnsnsnsnsnsnnnnnneneneneneneneneneneneneneeeesesesesesesesesesesesesesesssssssssssss

 
iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii iiiiiiiiiiriiriiriiriiriririririririariariararararararararararararaaacacacacacacacacacacacacaccccscscscscsciscisciscisciscisciscisisisisisisisisisisismismismimimimimimimimimimimimmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

 

 
Fig. 8.1. 

Gigi
Highlight
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Comparând relaţiile (8.2) şi (8.3), se observă că în cazul 
unui plan înclinat aspru (cu frecare) este necesară o forţă 
motoare mai mare decât în cazul planului luciu (fără frecare).  

Din (8.3) rezultă că la planul înclinat luciu întotdeauna 
forţa motoare este mai mică decât forţa rezistentă ( )rm FF < . 

În cazul planului înclinat aspru se constată, din examinarea 
relaţiei (8.2) că, pentru a avea forţa motoare mai mică decât 
forţa rezistentă este necesar ca termenul k<1, adică 
 

( )
1

cos

sin <
ϕ

ϕ+α
                                     (8.4) 

respectiv 
( ) ( )ϕ−π<ϕ+α 2/sinsin                    (8.5) 

de unde rezultă 
ϕ−π<α 22/                                       (8.6) 

 

În cazul când relaţia anterioară nu este îndeplinită, forţa 
motoare este mai mare decât forţa rezistentă ( )rm FF >  şi planul 
înclinat îşi pierde avantajul. 

 
Coborârea greutăţilor pe planul înclinat 

 
În această situaţie, aşa cum se vede în Figura 8.1 b) forţa 

de frecare îşi schimbă sensul şi ecuaţiile de echilibru static 
devin: 

 

0cosFN

0NsinFF

r

rm

=α−
=µ+α−

                        (8.7) 

 

Rezolvând sistemul de ecuaţii se obţine: 
 

( ) ( )
r1rrm Fk

cos

sin
FcossinFF =

ϕ
ϕ−α=αµ−α=              (8.8) 
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( )
ϕ

ϕ−α=
cos

sin
k1                                    (8.9) 

 

Relaţia (8.8) dă mărimea necesară a forţei motoare pentru 
a împiedica corpul de greutate Q  să alunece. Neglijând 
frecarea, relaţia devine 

 

rrm F'ksinFF =α=                           (8.3) 
 

Analizând relaţia ( )
ϕ

ϕ−α=
cos

sin
FF rm  se constată că apar 

următoarele situaţii: 
! când ϕ<α  atunci, 0Fm < , şi deci, pentru coborârea 

greutăţii Q  pe planul înclinat, trebuie aplicată o forţă de sens 
contrar forţei motoare. Prin urmare, se spune că greutatea Q  se 
autofixează pe plan datorită forţelor de frecare mari; 

! când ϕ=α  atunci 0Fm =  şi deci, greutatea Q  se află 
în echilibru, la limită, pe planul înclinat (la cel mai mic 
deranjament, corpul începe să alunece). 

 

Observaţia 8.1: 
În cazul în care forţa motoare mF  nu este paralelă cu 

planul înclinat, ci face un unghi β, cu acesta, aşa cum se vede în 
Figura 8.1. c), iar planul înclinat serveşte pentru ridicarea 
greutăţii rFQ ≡ , ecuaţiile de echilibru devin 

 

0sinFcosFN

0NsinFcosF

mr

rm

=β+α−
=µ−α−β

                   (8.10) 

 

Rezolvând sistemul de ecuaţii dat de relaţiile (8.10), 
rezultă 

 

( )
( ) rrrm F'kF

cos

sin
F

sincos

cossin
F =

ϕ−β
ϕ+α=

βµ+β
αµ+α=           (8.11) 
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Dacă planul înclinat serveşte pentru coborârea greutăţii 
Q , forţa de frecare îşi schimbă sensul şi din rezolvarea 
ecuaţiilor de echilibru static se obţine 

 

( )
( ) r1r1m F'kF

cos

sin
F =

ϕ−β
ϕ−α=                (8.12) 

Din examinarea relaţiei anterioare, se observă că 
autofixarea greutăţii Q  pe planul înclinat se obţine, ca şi în 
cazul precedent, atunci când unghiul de înclinare al planului nu 
depăşeşte unghiul de frecare ϕ≤α . 

 

8.3. PANA 
 

Definiţia 8.2: 
Pana este un sistem mecanic simplu, având forma unui 

corp prismatic cu una sau două feţe opuse înclinate. Secţiunea 
transversală a penei are forma unui trapez isoscel sau dreptun-
ghic, iar unghiul format de laturile neparalele ale trapezului se 
numeşte unghiul penei.  

 

În Figura 8.2, a) şi b), sunt prezentate penele cu dublă, 
respectiv simplă înclinare. De obicei, pana se montează prin 
batere cu ciocanul. 

T T 1T

2T

N N 1N 2N

mF mF

α  
α  

α  

a) b)
 

Fig. 8.2. 
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Pana serveşte pentru realizarea unei asamblări 
demontabile a două organe de maşini (de exemplu, tija 
pistonului cu capul de cruce, sau o roată cu un arbore). De 
asemenea, pana formează partea principală a uneltelor de spart, 
tăiat şi strunjit (cuţit, foarfece, topor, daltă, lama strungului). 

Pentru o utilizare eficientă, este necesar ca forţa motoare 
mF  care înfige pana în locaşul ei să învingă rezistenţele opuse de 

corpul în care pana este introdusă, şi anume, reacţiunile normale 
şi forţele de frecare. 

Dacă se consideră că pana apasă uniform pe toată 
suprafaţa de contact cu corpul în care este introdusă, atunci 
rezultantele reacţiunilor normale din punctele de contact şi 
rezultantele forţelor de frecare se află în planul transversal 
împreună cu forţa motoare, formând un sistem de forte 
coplanare. 

 

Pana simetrică, cu dublă înclinare 
 

În cazul echilibrului la limită, ecuaţiile de echilibru static 
sunt: 

 

NT

0FcosT2sinN2 m

µ=
=−α+α

            (8.13) 

 

Rezolvând sistemul de ecuaţii dat de relaţia (8.13), se 
obţine 

 

( ) ( )
ϕ

ϕ+α=αµ+α=
cos

sin
N2cossinN2Fm    (8.14) 

 

Când se scoate pana, tendinţa de mişcare fiind în sens 
opus, se schimbă sensul forţelor de frecare şi se obţine 

 

( ) ( )
ϕ

ϕ−α=αµ−α=
cos

sin
N2cossinN2Fm    (8.15) 
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Analizând relaţia (8.15) se poate observa că pentru a se 
scoate pana, trebuie să se aplice o forţă de sens contrar lui mF , 
deci este nevoie să se tragă de pană. 

Prin urmare, condiţia ϕ<α  reprezintă condiţia de 
autofixare a penei simetrice, cu dublă înclinare. 

 

Pana asimetrică, cu simplă înclinare 
 

În cazul echilibrului la limită, ecuaţiile de echilibru static 
sunt: 

22

11

211m

112

NT

NT

0TsinNcosTF

0sinTcosNN

µ=
µ=

=−α−α−
=α−α−

                 (8.16) 

Rezolvând sistemul de ecuaţii dat de relaţia (8.16), se 
obţine 

( )[ ]
( )αµ−αµ+α=

=αµ+αµ−αµ+α=
=+α+α=

sincos2sinN

cossincossinN

TsinNcosTF

2
1

1

211m

  (8.17) 

 

În relaţia (8.17) se neglijează termenul µ2 care este foarte 
mic şi se scrie 

 

( ) ( )ϕ+αα=µ+αα= tg2tgcosN2tgcosNF 11m        (8.18) 
 

La scoaterea penei, ecuaţia devine 
 

( ) ( )ϕ−αα=µ−αα= tg2tgcosN2tgcosNF 11m        (8.19) 
 

Analizând relaţia (8.19) se deduce condiţia de autofixare a 
penei cu simplă înclinare, 
 

ϕ<α⇔ϕ<α 2tg2tg                       (8.20) 
 

relaţia (8.20) este valabilă deoarece unghiurile sunt foarte mici  
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şi se poate aproxima valoarea funcţiei trigonometrice prin 
valoarea corespunzătoare a unghiului. 
 

8.4. ŞURUBUL 
 

Definiţia 8.3: 
Şurubul este un organ de maşină care poate servi pentru: 
! realizarea unor asamblări demontabile cu 

strângere(şuruburi de fixare cu filet triunghiular); 
! transmiterea mişcării prin transformarea mişcării de 

rotaţie în mişcare de translaţie şi invers (şuruburi de mişcare cu 
filet pătrat, trapezoidal, ferăstrău sau rotund); 

! reglarea poziţiei relative a două piese sau eliminarea 
jocurilor de uzură (şuruburi de reglaj cu filet triunghiular); 

! măsurarea lungimilor (şuruburi micrometrice cu filet 
triunghiular sau pătrat). 
 

Din punct de vedere geometric, şurubul este construit, aşa 
cum se arată în Figura 8.3, ducând pe suprafaţa laterală 
desfăşurată a unui cilindru circular drept o serie de dreptunghiuri 
egale ce au diagonalele înclinate cu acelaşi unghi. 

Prin înfăşurarea la loc a suprafeţei laterale a cilindrului, 
diagonalele dreptunghiurilor se dispun pe o curbă continuă 
numită elice.  

p

α  

 
Fig. 8.3. 

 

La orice şurub se întâlnesc următoarele elemente teoretice 
şi constructive caracteristice: 

! elicea, adică curba în spaţiu care taie sub un unghi 
constant (numit unghiul de înclinare al elicei) generatoarele unui 
cilindru sau con (forma geometrică a corpului şurubului); 
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! pasul elicei, p, care reprezintă distanţa dintre două 
spire consecutive ale aceleiaşi elice, măsurată pe direcţia 
generatoarei; 

! filetul care este profilul în relief rezultat din purtarea 
de-a lungul elicei a unui profil oarecare numit profil generator 
(triunghiular, pătrat, trapezoidal, fierăstrău, rotund); 

! diametrul exterior al vârfului filetului şi diametrul 
interior al fundului filetului (diametrul de rezistenţă). 
 

Principalele părţi componente ale unei asamblări realizate 
prin intermediul unui şurub sunt: şurubul, piuliţa şi şaiba. 
 

La folosirea şuruburilor se deosebesc patru cazuri posibile: 
a) şurubul fix şi piuliţa mobilă (bulonul de strângere; 

şurubul de asamblare). În acest caz, piuliţa ghidată de şurub 
capătă o mişcare elicoidală deplasându-se în lungul şurubului cu 
pn milimetri pentru n rotaţii; 

b) şurubul mobil şi piuliţa fixă (prese cu şurub, cricul). În 
această situaţie şurubul ghidat de piuliţă capătă o mişcare 
elicoidală în raport cu aceasta, la n rotaţii deplasându-se în 
lungul axei sale cu o lungime de pn milimetri; 

c) şurub numai cu mişcare de rotaţie şi piuliţă numai cu 
mişcare de translaţie (masa mobilă a maşinilor unelte, 
şuruburile micrometrice); 

d) şurub numai cu mişcare de translaţie şi piuliţă numai cu 
mişcare de rotaţie ( cheia franceză, şurubul binoclului). 
 

În cele ce urmează se tratează numai mecanismul la care 
şurubul este mobil şi piuliţa este fixă, filetul fiind pătrat. 
Rezultatele care se obţin sunt valabile şi pentru celelalte cazuri. 

 
În Figura 8.4 este reprezentat un şurub de rază R cu 

unghiul de înclinare al elicei, α, care este acţionat prin 
intermediul braţului de pârghie l=AB  de forţa motoare mF  
perpendiculară pe planul făcut de AB şi axa AC a şurubului. 
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Fig. 8.4. 

 

Datorită acţiunii forţei mF , în punctul C se va produce o 

reacţiune rF  îndreptată după axa AC, egală şi direct opusă cu 
forţa pe care şurubul o exercită în C asupra corpului D pe care îl 
presează (presa cu şurub). 

În ipoteza că în toate punctele dintre flancul şurubului şi 
cel al piuliţei se realizează contacte, forţele care acţionează 
şurubul sunt:  

! cuplul motor de moment l⋅= mm FM care este dirijat 
după o direcţie coliniară cu axa şurubului; 

! forţa rezistentă rF  transmisă de corpul presat, având 
direcţia axei şurubului şi sensul opus celui de înaintare al 
şurubului; 
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! reacţiunile normale iN  care apar în toate punctele de 
contact ale filetului şurubului cu filetul piuliţei, ca fiind 
transmise de piuliţă; 

! forţele de frecare ii NT µ= , tangente la filet, care apar 
în toate punctele de contact dintre şurub şi piuliţă. 
 

Sub acţiunea acestor forte, şurubul se află în echilibru. Se 
pune problema determinării momentului motor, mM  şi a forţei 
rezistente, rF . 

Pentru rezolvare, se scriu ecuaţiile scalare de echilibru la 
limită, pentru cazul înşurubării 

 

0RcosNsinNM

0sinNcosNF

n

1i
i

n

1i
im

n

1i
i

n

1i
ir

=




 αµ+α−

=αµ−α+−

∑∑
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==

==
                (8.21) 

 

se obţine, 
 

( )

( )∑

∑

=

=

αµ+α=

αµ−α=

n

1i
im

n

1i
ir

NcossinRM

NsincosF

                     (8.22) 

 

Pentru momentul motor maxim, se obţine, eliminând 

∑
=

n

1i
iN  între relaţiile din (8.22) 

 

( )ϕ+α⋅=
αµ−α
αµ+α⋅= RtgF

sincos

cossin
RFM rrmmax

         (8.23) 
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În cazul deşurubării, momentul motor îşi schimbă sensul 
şi, deci, 

 

( )ϕ−α⋅= RtgFM rmmin
                     (8.24) 

 

pentru realizarea echilibrului static, este necesară 
respectarea relaţiei 

 

( ) ( )ϕ+α⋅≤≤ϕ−α⋅ RtgFMRtgF rmr          (8.25) 
 

8.5. PÂRGHIA 
 

Definiţia 8.4: 
Un solid rigid cu un punct fix sau cu o axă fixă, acţionat 

de o forţă motoare, P  şi de o forţă rezistentă, Q , având 
suporturile conţinute într-un plan normal pe axa de rotaţie, se 
numeşte pârghie. 
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Aq
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P

N

C

B
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Aq
p

P
N

Q

C

B
O

A

q

p

P

N Q

a) b) c)

 
Fig. 8.5. 

 

După poziţia relativă ocupată de punctul fix faţă de forţa 
motoare P  şi forţa rezistentă, Q , pârghiile sunt de trei categorii, 
aşa cum se vede şi în Figura 8.5. 

! pârghii de ordinul întâi, a); 
! pârghii de ordinul doi, b), care satisfac condiţia qp > ; 
! pârghii de ordinul trei c), care satisfac condiţia qp < . 
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Condiţia de echilibru a unei pârghii, neglijând frecarea în 
articulaţie, este 

 

0qQpP =⋅−⋅                                  (8.26) 
sau 

Q
p

q
P =                                             (8.27) 

 

În cazul pârghiilor de ordinul întâi se pot întâlni 
următoarele situaţii: 

! pq = , deci QP = , cazul balanţelor cu braţe egale;  
! qp > , deci QP < , cazul pârghiei care economiseşte 

forţa motoare; 
! qp < , deci QP >  
 

În cazul pârghiilor de ordinul doi, întotdeauna qp >  şi 
QP < .  

Dacă se ia în considerare frecarea în din articulaţie, relaţia 
(8.26), devine 

 

0rNqQpP =⋅µ−⋅−⋅                      (8.28) 
 

unde s-a notat cu µ  coeficientul de frecare din articulaţie şi cu r, 
raza fusului, iar cu N mărimea reacţiunii care este dată de relaţia 

 

α++= cosPQ2QPN 22               (8.29) 
 

Din relaţiile (8.28) şi (8.29) rezultă condiţia de echilibru, 
 

α++⋅µ+⋅=⋅ cosPQ2QPrqQpP 22                  (8.30) 
 

Dacă dreptele suport ale forţelor P  şi Q  sunt paralele, 
deci 0=α , relaţia (8.30) devine 
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Q
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r
1

q
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p

q
P

⋅µ−

⋅µ+
⋅=                               (8.31) 

 

Comparând relaţiile (8.27) şi (8.31) se observă că raportul 

p

q  se multiplică cu o mărime supraunitară,  

 

1

p

r
1

q

r
1

k >
⋅µ−

⋅µ+
=  

 

deci forţa motoare necesară în cazul în care se ia în considerare 
frecarea este, în mod firesc, mai mare decât în cazul neglijării 
frecării. 

 

8.6. TROLIUL 
 

Definiţia 8.5: 
Un sistem de două roţi concentrice solidare sau o manivelă 

solidară cu un cilindru având aceeaşi axă de rotaţie, se numeşte 
troliu. 

 

Troliile servesc la ridicarea greutăţilor şi sunt des utilizate 
pe şantierele de construcţii, în şantierele navale şi la bordul 
navelor. 

Dacă se neglijează frecările din lagăre, rigiditatea cablului 
şi greutatea acestuia, ecuaţia de momente, în raport cu axa de 
rotaţie, este, corespunzător notaţiilor din Figura 8.6, 

 

0rQRP =⋅−⋅                                  (8.32) 
sau, 

Q
R

r
P =                                             (8.33) 
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Fig. 8.6. 

 

Dacă se ţine seama de greutatea proprie a cablului pe 
unitatea de lungime, q, şi notând cu y lungimea porţiunii de 
cablu care atârnă, relaţia (8.32) devine 

 

( )
R

r
qyQP +=                                  (8.34) 

 

Se observă că forţa P  variază cu lungimea, y, a cablului 
desfăşurat. Pentru a se menţine constantă mărimea forţei P  în 
timpul ridicării greutăţii Q , se utilizează troliile regulatoare care 
au tamburi tronconici. 

 

8.7. SCRIPETELE 
 

Definiţia 8.6: 
Scripetele este un dispozitiv mecanic format dintr-un disc 

circular, pe periferia căruia trece, printr-un şanţ, un cablu la 
capetele căruia se aplică diverse forţe. 

 

După poziţia pe care o are axa scripetelui, se deosebesc 
două categorii de scripeţi: 

! scripeţi ficşi (Figura 8.7, a), a căror axă este fixă; 
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! scripeţi mobili (Figura 8.7. b), a căror axă se poate 
deplasa. 

a)

�������������
�������������
�������������

Q

P

R

N

R

2r

P

R R

2rT

Q

b)
 

Fig. 8.7. 
 

Condiţia de echilibru a unui scripete fix poate fi exprimată 
în două moduri, astfel: 

a) dacă se neglijează frecarea în articulaţia fixă, O, 
 

QP0RQRP =⇔=⋅−⋅                             (8.35) 
 

b) dacă se consideră frecarea din articulaţie,  
 

0rNRQRP =⋅µ−⋅−⋅                                (8.36) 
 

unde s-a notat cu µ  coeficientul de frecare din articulaţie şi cu r, 
raza fusului, iar cu N mărimea reacţiunii. 

Dacă forţele P  şi Q  sunt paralele, relaţia (8.36) se scrie 
sub forma, 
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Q
rR

rR
P

µ−
µ+=                                     (8.37) 

În determinarea relaţiei dintre forţa motoare, P , şi forţa 
rezistentă, Q , trebuie introdus şi efectul rigidităţii firului (în 
realitate , firul nu este perfect flexibil).  

 

Observaţia 8.1: 
Evaluarea rigidităţii la încovoiere a firului este, în general, 

o problemă dificilă, care este rezolvată cu mijloace teoretice 
specifice rezistenţei materialelor. În cele ce urmează, se prezintă 
o metodă simplificată de studiu. 

 

În Figura 8.8. se consideră un scripete fix. Din cauza 
rigidităţii firului, atunci când se aplica forţa P  necesară pentru a 
ridica greutatea Q , firul este tangent scripetelui la capetele unui 
diametru 'B'A  înclinat faţă de orizontală. Porţiunea din fir 
asupra căreia se aplică forţa motoare P  se apropie cu o distanţă 

1ε  de centru, iar cealaltă parte se depărtează cu o distanţă 2ε . În 
aceste condiţii, echilibrul scripetelui se exprimă cu relaţia 
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Q
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R
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N

B'

A'

O

1ε

2ε

 
Fig. 8.8. 
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( ) ( ) ( ) 0QPrRQRP 21 =+⋅µ−ε−−ε−                    (8.38) 
sau 

kQ
R

r
2

R
1QP 21 =



 µ+ε+ε+=                               (8.39) 

 

Se observă că, în cazul unui scripete fix, întotdeauna forţa 
motoare P  este mai mare decât forţa rezistentă Q , deoarece 

1k > . 
Condiţia de echilibru a unui scripete mobil, dacă se ţine 

seama de rigiditatea firului şi de frecare, se exprimă prin 
ecuaţiile: 

 

QTP

kTP

=+
=

                              (8.40) 

 

Rezultă, 

Q
1k

k
P

+
=                            (8.41) 

 

Se observă că QP < , deci scripetele mobil permite 
demultiplicarea forţei motoare. 
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